
1．写出下列复数的实部，虚部，模和幅角： 

（1）1 3i+ ；（2）1 cos siniα α− + ，0 2α π≤ < ；（3） sini xe ， x 为实数；（4） ize ； 

（5） ze ；（6） 4 1− ；（7） 1 i+ ；（8）
1
1

i
i

+
−

；（9） 1 ie +
；（10） ( )i xe ϕ

， ( )xϕ 是实变数 x

的实函数。 

（1）Re 1= ，Im 3= ，
2 2Am Re Im 2= + = ，

ImArg arctan 2 2
Re 3

k kππ π⎛ ⎞ + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ； 

（2）Re 1 cosα= − ，Im sinα= ， ( )2 2Am 1 cos sin 2 2cos 2sin
2

= αα α α− + = − = ， 

( )
2

2sin cossin 2 2tan Arg cot
1 cos 22sin

2

α α
α α

αα
= = =

−
，所以Arg 2

2
= kπ α π−

+ ； 

（3）Am 1= ，Arg sin 2= x kπ+ ， ( )Re cos sin x= ， ( )Im sin sin x= ； 

（4）z x iy= + ，
iz y ixe e− += ，Am ye−= ，Arg 2= x kπ+ ，Re cosye x−= ，Im sinye x−= ； 

（5）Am xe= ，Arg 2= y kπ+ ，Re cosxe y= ， Im sinxe y= ； 

（6） ( )
1 2 1

24 4 41
nii ne e

ππ π
+

+⎡ ⎤− = =⎣ ⎦ ，( n = 0，1，2，3)，Am 1= ，
2 1Arg 2

4
n= kπ π+

+ ，

2 1Re cos
4

n= π+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
2 1Im sin

4
n= π+⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

（7）
2 2

4 84 41 2 2
i n i n

i e e
π ππ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ = = ，( n = 0，1)， 4Am 2= ，Arg 2

8
= n kπ π π+ + ， 

( )4 4Re 2 cos 1 2 cos
8 8

nnπ ππ⎛ ⎞= + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ( ) 4Im 1 2 sin
8

n π
= − ； 

（8）
( )

1
4 2 2 22

42
4

1 2
1 2

i n n i ni

i

i e e e
i e

ππ π π π π

π

⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−

⎡ ⎤+
= = =⎢ ⎥− ⎣ ⎦

，( n = 0，1)，Am 1= ，Arg 2
4

= n kπ π π+ + ， 

( )1
Re

2

n−
= ，

( )1
Im

2

n−
= ； 

（9）Am e= ，Arg 1 2kπ= + ，Re cos1e= ， Im sin1e= ； 

（10）Am 1= ， ( )Arg 2= x kϕ π+ ， ( )Re cos xϕ= ⎡ ⎤⎣ ⎦， ( )Im sin xϕ= ⎡ ⎤⎣ ⎦； 



2．把下列关系用几何图形表示出来： 

（1） 2z < ， 2z = ， 2z > ；（2）
1Re
2

z > ，1 Im 2z< < ；（3） ( )arg 1 0z− = ，

( )arg 1
3

z π
+ = ， ( )arg 1

2
z i π
+ − = ；（ 4） ( )0 arg 1

4
z π

< − < ， ( )0 arg 1
4

z π
< + < ，

( )arg 1 2
4 3

z iπ π
< − − < ；（5） arg zα β< < 与 Re zγ δ< < 的公共区域，α ，β ，γ ，δ

均为常数；（6） 1z i− < ，1 2z i< − < ；（7） z a z b− = − ， a ， b 为常数；（8）

z a z b c− + − = ，其中 a ， b ， c ，为常数，且 c a b> − ；（9） Re 1z z+ < ；（10）

0 arg
4

z i
z i

π−⎛ ⎞< <⎜ ⎟+⎝ ⎠
。 

（1） 

 

（2） 

 

（3） ( ) ( )arg 1 arg 1 0z x iy− = − − = ⇔ 1 0x− > 且 0y = ，即 1x < ， 0y = ； 

( ) ( )arg 1 arg 1 1 0
3

z x iy xπ
+ = + + = ⇔ + > 且 ( )3 1y x= + ； 

( ) ( )arg 1 arg 1 1 1 0
2

z i x i y xπ
+ − = + + − = ⇔ + =⎡ ⎤⎣ ⎦ 且 1 0y − > 。 

 



（4） ( ) ( )0 arg 1 arg 1 0 1
4

z x iy y xπ
< − = − − < ⇔ < − < −⎡ ⎤⎣ ⎦ ； 

( ) ( )0 arg 1 arg 1 0 1
4

z x iy y xπ
< + = + + < ⇔ < < +⎡ ⎤⎣ ⎦ ； 

( ) ( ) ( ) ( )arg 1 2 arg 1 2 0 1 2 3 1
4 3

z i x i y x y xπ π
< − − = − + − < ⇔ < − < − < −⎡ ⎤⎣ ⎦ ； 

 
（5）                       （6） 

        
（7）                              （8） 

              

（9） 2 2Re 1z z x y x+ = + + < ，化简得 ( )21 1
2

x y< − 。 

 



（10）
( )
( ) ( )

2 2

22

1 1 2
1 1

x i yz i x y ix
z i x i y x y

+ −− + − −
= =

+ + + + +
，所以0 arg

4
z i
z i

π−⎛ ⎞< <⎜ ⎟+⎝ ⎠
⇔  

2 20 2 1x x y< − < + − ，即 0x < 且 ( )2 21 2x y+ + > 。 

 
 
 

3．已知一复数 z ，画出 iz ， z− ， z ，
1
z
，

1
z
，并指出它们之间的几何关系。 

把 z 写成
ie ϕρ ，则

( )2iiz e ϕ πρ += ，即把 z 逆时针旋转 90 度。
( )iz e ϕ πρ +− = ，即把 z 逆时针

旋转 180 度。
iz e ϕρ −= ，即 z 关于实轴的对称点。

1 1 ie
z

ϕ

ρ
= ，即 z 关于单位圆的对称点。 

1 1 ie
z

ϕ

ρ
−= ，即 z 关于单位圆的对称点。 

 
 
 

4．若 1z = ，试证明 1az b
bz a

+
=

+
， a ，b 为任意复数。 

( )( )
( )( )

2 22

2 2 1
az b az b a abz abz baz b

bz a bz a bz a b abz abz a

+ + + + ++
= = =

+ + + + + +
，所以 1az b

bz a
+

=
+

。 

 



5．证明下列各式： 

（1） 1 1 argz z z z− ≤ − + ； 

（2）若 1 2 3z z z= = ，则 3 2 2

3 1 1

1arg arg
2

z z z
z z z
−

=
−

。 

（1）先证 1 argz z
z
− ≤ 。 

记
iz e ϕρ= ， 1 1 2 2cos 2 sin arg

2
iz e z

z
ϕ ϕϕ ϕ− = − = − = ≤ = 。 

1 1 1 1 1 1 argzz z z z z z z z z z z z
z

− = − + − ≤ − + − = − + − ≤ − + 。 

（2） 

 

如图， 1z ， 2z ， 3z 在同一圆周上， 3 2

3 1

arg z z
z z

α −
=

−
， 2

1

arg z
z

β = 。由于同弧所对圆周角是

圆心角的一半，所以
1
2

α β= ，即 3 2 2

3 1 1

1arg arg
2

z z z
z z z
−

=
−

。 

 
6．用复数 z 表示曲线上的变点。（1）写出经过点 a 且与复数b 所代表的矢量平行的直线方

程；（2）写出以 d 和 d− 为焦点，长轴长 2a的椭圆方程（ a d> ）。 

（1）矢量 z a− 与矢量b 平行，所以 z a kb− = ， k 为实数； 

（2）由椭圆定义得 2z d z d a− + + = 。 

 
7．用复数运算法则推出：（1）平面直角坐标平移公式；（2）平面直角坐标旋转公式。 



 

（1）设坐标系 x O y′ ′ ′的原点O′在坐标系 xOy 中的坐标是 ( )0 0,x y 。 P 点在 xOy 系中的坐

标是 ( ),x y ，在 x O y′ ′ ′系中坐标 ( ),x y′ ′ 。如上面左图，令OP z= ，O P z′ ′= ， 0OO z′ = 。 

则 0z z z′ = − ，即 ( )0 0x iy x x i y y′ ′+ = − + − ，由此得 0x x x′ = − ， 0y y y′ = − 。 

（2）将坐标系 xOy 绕原点逆时针旋转θ 角得到坐标系 x O y′ ′ ′。如上面右图，x O y′ ′ ′系中 z′

只是比 xOy 系中 z 的幅角小θ ，即
iz ze θ−′ = ，由此得 cos sinx x yθ θ′ = + ， 

sin cosy x yθ θ′ = − + 。 

 

8．设复数 1z ， 2z ， 3z 满足 1 32 1

3 1 2 3

z zz z
z z z z

−−
=

− −
。证明： 2 1 3 2 1 3z z z z z z− = − = − 。 

 

如图， 2 1

3 1

i AABz z e
z z AC

∠−
=

−
， 1 3

2 3

i CACz z e
z z BC

∠−
=

−
。所以

AB AC
AC BC

= ， A C∠ = ∠ 。 

由 A C∠ = ∠ 可得 AB BC= ，代入
AB AC
AC BC

= 可得 AB BC AC= = ，即 

2 1 3 2 1 3z z z z z z− = − = − 。 

 



9．（1）给出 1 2 3, ,z z z 三点共线的充要条件；（2）给出 1 2 3 4, , ,z z z z 四点共圆的充要条件。 

（1）若三点共线，则矢量 1 3z z− 与矢量 2 3z z− 平行，反之也成立。所以三点共线的充要条

件是 1 3

2 3

z z
z z
−

=
−

实数。 

（2） 

 
如图若四点共圆，则有 ACB ADB∠ = ∠ （同弧所对圆周角相等）。反之也成立。写成复数

形式即为 1 3 1 4

2 3 2 4

z z z z
z z z z
− −

=
− −

实数。 

 
10．求下列方程的根，并在复平面上画出它们的位置。 

（1） 2 1 0z + = ；（2） 3 8 0z + = ；（3） 4 1 0z − = ；（4） 4 1 0z + = ；（5） 2 1 0nz + = ，n 为

正整数；（6） 2 2 cos 1 0z z λ+ + = ，0 λ π< < 。 

（1） z i= ± ；      （2） 32 , 2
i

z e
π

±
= − ；  （3） 1,z i= ± ± ；   （4）

3
4 4,

i i
z e e

π π
± ±

= ； 

 

（5） ( )2 2i k nz e π π+= ， 0,1, , 2 1k n= − ；   

（6） iz e λ±= − 。 



 

 

11．设 z p iq= + 是实系数方程
2

0 1 2 0n
na a z a z a z+ + + + = 的根，证明 z p iq= − 也是此

方程的根。 

对方程两边取共轭得
2

0 1 2 0n
na a z a z a z+ + + + = ，即 z 也满足此方程。 

 

12．证明： ( )4 1sin cos 4 4cos 2 3
8

ϕ ϕ ϕ= − + 。 

( ) ( ) ( )4 2 4 2 2 2 24 3 1 4 1 4i i i i i i i i i ie e e e e e e e e eϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− −− + = − + − = − − −  

     ( ) ( )22 sin 2 8 sin 2 cos 2 sin 2 sin 2 8 cos sin sini iie ie i i i iϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − = + − +  

     ( )48sin sin 4 4sin 2iϕ ϕ ϕ= + −  

取等式两边实部即得证。 
 

13．把sin nϕ 和 cos nϕ 用 sinϕ 和 cosϕ 表示出来。 

( ) ( )0

!cos sin cos sin cos sin
! !

kn
n n k k

k

n in i n i
k n k

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ−

=

+ = + =
−∑  

          ( ) ( ) ( )
[ ]/ 2

2 2

0

!1 cos sin
2 ! 2 !

n
k n k k

k

n
k n k

ϕ ϕ−

=

= −
−∑  

                ( ) ( ) ( )
( )1 / 2

2 1 2 1

0

!1 cos sin
2 1 ! 2 1 !

n
k n k k

k

ni
k n k

ϕ ϕ
−⎡ ⎤⎣ ⎦

− − +

=

+ −
+ − −∑  

比较两边实部和虚部得： 

( ) ( ) ( )
[ ]/ 2

2 2

0

!cos 1 cos sin
2 ! 2 !

n
k n k k

k

nn
k n k

ϕ ϕ ϕ−

=

= −
−∑ ； 

( ) ( ) ( )
( )1 / 2

2 1 2 1

0

!sin 1 cos sin
2 1 ! 2 1 !

n
k n k k

k

nn
k n k

ϕ ϕ ϕ
−⎡ ⎤⎣ ⎦

− − +

=

= −
+ − −∑ 。 



14．将下列和式表示成有限形式：（1）
1

cos
n

k

kϕ
=
∑ ；（2）

1

sin
n

k

kϕ
=
∑ 。 

2 2 2
1

2

1 2 2 2

sin1 2
1 sin

2

n n ni i i

ninn iik i i
i

i i ik

ne e e
ee e e e
e

e e e

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ

−

+

−=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

− ⎝ ⎠= = =
− ⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

比较两边实部和虚部得： 

( )

1

1
sin cos

2 2cos
sin

2

n

k

nn

k

ϕϕ

ϕ ϕ=

+

=∑ ，

( )

1

1
sin sin

2 2sin
sin

2

n

k

nn

k

ϕ ϕ
ϕ ϕ=

+

=∑ 。 

 
 

15．证明：
( )

1

12sin sin sin
2n

n n
n n n

ππ π
−

−
⋅ ⋅ ⋅ = 。 

记 1 2 11, , , , nz z z − 为方程 1nz = 的 n 个根，即

2ki
n

kz e
π

= ， 1,2, , 1k n= − 。则有 

( )( )( ) ( )1 2 11 1n
nz z z z z z z z −− = − − − − ， 

所以 ( )( ) ( ) 1 2
1 2 1

1 1
1

n
n n

n
zz z z z z z z z z
z

− −
−

−
− − − = = + + + +

−
。 

令上式两边 1z = ，则有

21

1

1
kn i
n

k

e n
π−

=

⎛ ⎞
− =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ 。 

2
21 2 sin 2 sin

k k k k k ki i i i i ii
n n n n n nk ke e e e ie e e

n n

π π π π πππ π π− −⎛ ⎞
− = − − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

1

1

121 1 1
21 1

1 1 1

1 2 sin 2 sin

n

k

n kkn n ni ii nn nn

k k k

k ke e n
n n

πππ π π
−

=

−− − −− +
− −

= = =

∑⎛ ⎞
− = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏ ∏ ∏ ，即

1

1
1

sin
2

n

n
k

k n
n
π−

−
=

=∏ 。 

 
 

16．求下列序列{ }na 的聚点和极限，如果是实数序列，则同时求出上下极限。 

（1） ( )1
2 1

n
n

na
n

= −
+

；（2） ( ) 11
2 1

n
na

n
= −

+
；（3） ( ) ( )1 2 1n

na n n i= + − + ； 

（4） ( )2 1 1 n
na n ni= + + − ；（5） 1 sin

6n
i na
n

π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

；（6）
11 cos
2 3n

na
n

π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 



（1）聚点± 1/2，极限无，上极限 1/2，下极限-1/2； 
（2）聚点 0，极限 0，上下极限 0； 
（3）聚点∞，极限∞； 

（4）聚点∞，极限∞； 

（5）聚点 0，± 1/2，± 3 /2，± 1，极限无； 

（6）聚点± 1/2，± 1，极限无，上极限 1，下极限-1。 
 
 

17．证明序列
1 1 11 ln
2 3na n

n
= + + + − 极限存在。 

先证 ( )ln 1
1

x x x
x

≤ + ≤
+

，其中 0x ≥ 。 

令 ( ) ( )ln 1f x x x= + − ，则 ( ) 1 1 0
1 1

xf x
x x

′ = − = − ≤
+ +

，所以 ( ) ( )0 0f x f≤ = ，不等

式右半部分得证，同样可证左半部分。 

由此可得
1 1 1ln 1

1n n n
⎛ ⎞< + <⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

。 

1
1 1ln 1 0

1n na a
n n+

⎛ ⎞− = − + <⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
，即 na 是递减序列。 

由
1 1ln 1
n n

⎛ ⎞> +⎜ ⎟
⎝ ⎠

得 ( ) 1 1 1ln 1 1 ln 1 ln 1 ln 1 ln
2 3na n

n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞> + + + + + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                       
3 4 1 1ln 2 ln ln 1 0
2 3

n n
n n
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − = + >⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

即 na 是递减有下界序列，所以极限存在。 

 

18．证明 Lagrange 恒等式：

2
22 2

1 1 1

n n n

k k k k k j j k
k k k k j

z w z w z w z w
= = = <

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ 。 

右边 ( )( )22

,
k j k j j k k j j k

k j k j

z w z w z w z w z w
<

= − − −∑ ∑  

      
2 2 22 2 2

,
k j k j j k k j k j j k k k

k j k j k j k j k j

z w z w z w z z w w z z w w
< < < <

= − − + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

      
2 22 2

,
k j k j k j k j

k j k j k j

z w z w z z w w
≠ ≠

= − +∑ ∑ ∑  

      
2 2

k k k j k j k k j j
k k j k j

z w z z w w z w z w
≠

= + =∑ ∑ ∑ ∑  

      
2

1

n

k k k k k k
k k k

z w z w z w
=

= = =∑ ∑ ∑ 左边。 



19．试证明：从条件 lim nn
z A

→∞
= 可以导出 1 2lim n

n

z z z A
n→∞

+ + +
= 。又当 A = ∞时上述结论

还正确吗？ 

由 lim nn
z A

→∞
= 知对于任意的 0ε > ，存在整数 1N ，使得当 1n N> 时有

2nz A ε
− < 。 

对于给定的 1N ，存在 2N ，使得
11 2

2 2
Nz A z A z A

N
ε− + − + + −

< 。当 ( )1 2max ,n N N N> =

时， ( ) ( ) ( )1 2
1 2

1n
n

z z z A z A z A z A
n n

+ + +
− = − + − + + −  

         ( ) ( )1 1 11 2 1 2
1 1

N N N nz A z A z A z A z A z A
n n + +≤ − + − + + − + − + − + + −  

         ( )1

1 1

1 2
1 2

2 1

1N
N N n

z A z A z A
z A z A z A

N n N + +

− + − + + −
< + − + − + + −

−
 

         ( )1
1

1
2 2

n N
n N

ε ε ε< + − =
−

 

即 1 2lim n

n

z z z A
n→∞

+ + +
= 。 



20．设 z x iy= + ， 0 0 0z x iy= + ， c a ib= + ，并且已知 ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= + ，证明

( )
0

lim
z z

f z c
→

= 与 ( )
0

0

lim ,
x x
y y

u x y a
→
→

= ， ( )
0

0

lim ,
x x
y y

v x y b
→
→

= 等价。 

由于 ( ) ( )f c u a i v b− = − + − ，所以 ( )u a v b f c u a v b− − ≤ − ≤ − + −或 。 

若 ( )
0

lim
z z

f z c
→

= ，对于任意的 0ε > ，则存在δ ，当 ( ) ( )2 2
0 0 0z z x x y y δ− = − + − < ，

就有 ( )u a v b f c ε− − ≤ − <或 ，即 ( )
0

0

lim ,
x x
y y

u x y a
→
→

= ， ( )
0

0

lim ,
x x
y y

v x y b
→
→

= 。 

同样的，若 ( )
0

0

lim ,
x x
y y

u x y a
→
→

= ， ( )
0

0

lim ,
x x
y y

v x y b
→
→

= ，就有 ( )
0

lim
z z

f z c
→

= 。 

 

21．证明： ( ) 2

1
1

f z
z

=
−

在单位圆 1z < 内连续但不一致连续。 

易证 ( )f z 连续（初等函数）。下面证 ( )f z 在单位圆内不一致连续。 

定义在 D 上的函数 ( )f z 在 D 上一致连续的充要条件：任意的{ }nx D⊂ ，{ }ny D⊂ ，只

要 ( )lim 0n nn
x y

→∞
− = ，就有 ( ) ( )lim 0n nn

f x f y
→∞

− =⎡ ⎤⎣ ⎦  

令
11nx
n

= − ，
21ny
n

= − ，则
1 1 0

1 21 1
n nx y

n
n n

− = →
− + −

， 

( ) ( )
2n n
nf x f y− = →∞。所以 ( )f z 在单位圆 1z < 内不一致连续。 

 
 
22．证明下列函数在 0z = 点连续： 

（1） ( )
( ) 22

2

Re
, 0

0, 0

z
zf z z

z

⎧⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ≠= ⎨
⎪ =⎩

，             （2） ( )f z z= 。 

（1）在 0z ≠ 处， ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
2 2

2 2 2 22

x y x y
f z x y

x y ixy x y

− −
= ≤ = −

− + −
， 

( ) 2 2

00
0

lim lim 0
xz
y

f z x y
→→
→

= − = ，即 ( ) ( )
0

lim 0
z

f z f
→

= ，所以 ( )f z 在 0z = 点连续。 



（2） ( ) ( )2 2

00
0

lim lim 0 0
xz
y

f z x y f
→→
→

= + = = 。 

 
 
23．判断下列函数在何处可导（并求出导数），在何处解析： 

（1） z ；（2） z ；（3） mz ， 0,1,2,m = "；（4） ze ；（5） ( ) ( )2 2 22x y i x y+ + + ； 

（6） ( ) ( )2 2x y i x y− + + ；（7） Rez z ；（8）1 z ；（9） cos z ；（10）shz 。 

由可导充分条件（25 题）判别： 
（1）全平面不可导，不解析； 
（2）全平面不可导，不解析； 

（3）全平面可导，解析， ( ) 1m mz mz −′ = ； 

（4）全平面可导，解析， ( )z ze e′ = ； 

（5）除（-1，-1）点可导外，全平面其余处处不可导，全平面不解析； 
（6）除 y=x-1 的线上处处可导外，其余点不可导，全平面不解析； 

（7）z=0 点可导， ( )
0

Re 0
z

z z
=

′ = ，其余处处不可导，全平面不解析； 

（8）除 z=0 点外在扩充全平面上可导，解析， ( ) 21 1z z′ = − ； 

（9）全平面可导，解析， ( )cos sinz z′ = − ； 

（10）全平面可导，解析， ( )sh chz z′ = 。 

 

24．证明极坐标下的 Cauchy-Riemann 条件：
1u v

ρ ρ ϕ
∂ ∂

=
∂ ∂

，
1v u

ρ ρ ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

。 

由变换关系 cosx ρ ϕ= ， siny ρ ϕ= 可得 

cos sinu u u
x y

ϕ ϕ
ρ
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

， sin cosu u u
x y

ρ ϕ ρ ϕ
ϕ
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

， 

cos sinv v v
x y

ϕ ϕ
ρ
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

， sin cosv v v
x y

ρ ϕ ρ ϕ
ϕ
∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

。 

变换得
1cos sinu u u

x
ϕ ϕ

ρ ρ ϕ
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

，                                     （1） 



1sin cosu u u
y

ϕ ϕ
ρ ρ ϕ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
，                                           （2） 

1cos sinv v v
x

ϕ ϕ
ρ ρ ϕ

∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
，                                           （3） 

1sin cosv v v
y

ϕ ϕ
ρ ρ ϕ

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
。                                           （4） 

代入直角坐标的 C-R 方程
u v
x y
∂ ∂

=
∂ ∂

，
u v
y x
∂ ∂

= −
∂ ∂

有 

1 1cos sin sin cosu u v vϕ ϕ ϕ ϕ
ρ ρ ϕ ρ ρ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

− = +
∂ ∂ ∂ ∂

，                         （5） 

1 1sin cos cos sinu u v vϕ ϕ ϕ ϕ
ρ ρ ϕ ρ ρ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

+ = − +
∂ ∂ ∂ ∂

。                         （6） 

（5） cosϕ× +（6） sinϕ× 得
1u v

ρ ρ ϕ
∂ ∂

=
∂ ∂

， 

（5） sinϕ× −（6） cosϕ× 得
1v u

ρ ρ ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

。 

 

25．证明：若函数 ( )f z 的偏导数在 0z z= 点连续，且满足 C-R 方程，则 ( )f z 在 0z z= 点

可导。 

由 ( )f z 的偏导数在 0z z= 点连续可知 ( ),u x y ， ( ),v x y 在 0z z= 点可微，所以有 

( ) ( )
( ) ( )0 0 0 0

0 0 0 0 1
, ,

, ,
x y x y

u uu x x y y u x y x y
x y

ε∂ ∂
+ ∆ + ∆ − = ∆ + ∆ +

∂ ∂
， 

( ) ( )
( ) ( )0 0 0 0

0 0 0 0 2
, ,

, ,
x y x y

v vv x x y y v x y x y
x y

ε∂ ∂
+ ∆ + ∆ − = ∆ + ∆ +

∂ ∂
。 

上面的 1ε ， 2ε 是
2 2z x y∆ = ∆ + ∆ 的高阶无穷小。记

( ) ( )0 0 0 0, ,x y x y

u va
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

， 

( ) ( )0 00 0 ,, x yx y

u vb
y x
∂ ∂

= − =
∂ ∂

，则以上两式写成 

( ) ( )0 0 1u z z u z a x b y ε+ ∆ − − ∆ + ∆ = ， 



( ) ( )0 0 2v z z v z b x a y ε+ ∆ − − ∆ − ∆ = 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0f z z f z f z z f z a z ib z
a ib

z z
+∆ − +∆ − − ∆ − ∆

− + =
∆ ∆

 

      
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0u z z u z a x b y i v z z v z b x a y

z
+ ∆ − − ∆ + ∆ + + ∆ − − ∆ − ∆⎡ ⎤⎣ ⎦=

∆
 

      1 21 2i
z z z

ε εε ε+
= ≤ +

∆ ∆ ∆
 

当 0z∆ → 时，
( ) ( )0 0f z z f z

a ib
z

+ ∆ −
→ +

∆
，即 ( )f z 在 0z z= 点可导。 

 

26．设 ( )

5

4 , 0

0, 0

z z
f z z

z

⎧
≠⎪= ⎨

⎪ =⎩

。（1）证明：当 0z → 时，
( )f z
z

的极限不存在；（2）若

( )Reu f z= ， ( )Imv f z= ，证明： ( ),0u x x= ， ( )0,v y y= ， ( ) ( )0, ,0 0u y v x= = ；

（3）证明：u ，v的偏导数存在，且 C-R 方程成立，但（1）中已证明 ( )0f ′ 不存在，这个

结论和 25 题矛盾吗？ 

（1） 0z ≠ 时，
( ) ( ) ( )

( )

22 2 2 2 2 24

4 22 2

4 4x y x y ixy x yf z z
z z x y

− − + −
= =

+
。在直线 y kx= 上

( ) ( ) ( )
( )

22 2 2

22

1 4 4 1

1

k k ik kf z
z k

− − + −
=

+
，可见 z 沿不同直线趋于 0 将有不同极限值，所以

( )f z
z

的极限不存在。 

（2） 0z ≠ 时， ( ) ( )
( )

5 3 2 4 4 2 3 5

22 2

10 5 5 10x x y xy i x y x y y
f z

x y

− + + − +
=

+
。 

所以 ( )
( )

( )

5 3 2 4

22 2

10 5 , , 0

0, , 0

x x y xy x y
x yu

x y

⎧ − +
≠⎪

+= ⎨
⎪ =⎩

， ( )
( )

( )

4 2 3 5

22 2

5 10 , , 0

0, , 0

x y x y y x y
x yv

x y

⎧ − +
≠⎪

+= ⎨
⎪ =⎩

。 

容易看出 ( ),0u x x= ， ( )0,v y y= ， ( ) ( )0, ,0 0u y v x= = 。 



（3）仿（1）的方法，u ， v在 0z = 处的偏导数不存在。 
 

27．利用极坐标下的 C-R 方程（24 题）证明： ( ) 1u v v uf z i i
z z
ρ

ρ ρ ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂′ = + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

利用 24 题（1）（3）式， 

( ) 1 1cos sin cos sinu v u u v vf z i i i
x x

ϕ ϕ ϕ ϕ
ρ ρ ϕ ρ ρ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ = + = − + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

代入极坐标 C-R 方程， 

( ) cos sin cos sinu v v uf z i iϕ ϕ ϕ ϕ
ρ ρ ρ ρ
∂ ∂ ∂ ∂′ = + + −
∂ ∂ ∂ ∂

 

      ( )cos sin cos sin cos sinu v v ui i i
z
ρ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ρ ρ ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + + + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

      
u vi

z
ρ

ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂

= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

再利用极坐标 C-R 方程有 ( ) 1u v v uf z i i
z z
ρ

ρ ρ ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂′ = + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

28．设 ( ),x yρ ρ= ， ( ),x yϕ ϕ= 是实变量 ,x y 的实函数。若 ( ) ( )cos sinf z iρ ϕ ϕ= + 是

z x iy= + 的解析函数，证明：
x y
ρ ϕρ∂ ∂
=

∂ ∂
，

y x
ρ ϕρ∂ ∂
= −

∂ ∂
。 

cos sinu
x x x

ρ ϕϕ ρ ϕ∂ ∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂
， cos sinu

y y y
ρ ϕϕ ρ ϕ∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

， 

sin cosv
x x x

ρ ϕϕ ρ ϕ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
， sin cosv

y y y
ρ ϕϕ ρ ϕ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

。 

由 C-R 方程可得： 

cos sin sin cos
x x y y
ρ ϕ ρ ϕϕ ρ ϕ ϕ ρ ϕ∂ ∂ ∂ ∂

− = +
∂ ∂ ∂ ∂

，                          （1） 

sin cos cos sin
x x y y
ρ ϕ ρ ϕϕ ρ ϕ ϕ ρ ϕ∂ ∂ ∂ ∂

+ = − +
∂ ∂ ∂ ∂

。                        （2） 

（1） cosϕ× +（2） sinϕ× 得
x y
ρ ϕρ∂ ∂
=

∂ ∂
， 



（1） sinϕ× −（2） cosϕ× 得
y x
ρ ϕρ∂ ∂
= −

∂ ∂
。 

 

29．设 ( ),r r ρ ϕ= ， ( ),θ θ ρ ϕ= 是实变数 ,ρ ϕ的实函数。若 ( ) ( )cos sinf z r iθ θ= + 解

析，其中
iz e ϕρ= ，试证：

r r θ
ρ ρ ϕ
∂ ∂

=
∂ ∂

，
r r θρ
ϕ ρ
∂ ∂

= −
∂ ∂

。 

cos sinu r r θθ θ
ρ ρ ρ
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

， cos sinu r r θθ θ
ϕ ϕ ϕ
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

， 

sin cosv r r θθ θ
ρ ρ ρ
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

， sin cosv r r θθ θ
ϕ ϕ ϕ
∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

。 

由极坐标 C-R 方程（24 题）得： 

1cos sin sin cosr r rr θ θθ θ θ θ
ρ ρ ρ ϕ ρ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

− = +
∂ ∂ ∂ ∂

，                         （1） 

1sin cos cos sinr r rr θ θθ θ θ θ
ρ ρ ρ ϕ ρ ϕ
∂ ∂ ∂ ∂

+ = − +
∂ ∂ ∂ ∂

。                       （2） 

（1） cosϕ× +（2） sinϕ× 得
r r θ
ρ ρ ϕ
∂ ∂

=
∂ ∂

， 

（2） sinϕ× −（1） cosϕ× 得
r r θρ
ϕ ρ
∂ ∂

= −
∂ ∂

。 

 

30．若函数 ( )f z u iv= + 在 G 内解析，且 ( )f z ≠常数，试讨论下列函数是否也是 G 内的

解析函数：（1）u iv− ；（2） u iv− − ；（3） v iu− + ；（4）v iu+ 。 
由 C-R 方程判断，（2）（3）解析，（1）（4）不解析。 
 

31．设 z x iy= + ，已知解析函数 ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= + 的实部或虚部如下，试求其导

数 ( )f z′ ：（1） cosyu e x−= ；（2） ch cosu x y= ；（3） sin shv x y= ；（4） 2 2

xv
x y

=
+

； 

（5） ( )2 2lnu x y= + ；（6） 3 2 2 36 3 2v x x y xy y= + − − 。 

（1） sinyu e x
x

−∂
= −

∂
， cosyv u e x

x y
−∂ ∂

= − =
∂ ∂

， 



( ) ( )sin cosy y ix izu vf z i e x i x ie ie
x x

− − +∂ ∂′ = + = − + = =
∂ ∂

； 

（2） ( ) shf z z′ = ；（3） ( ) sinf z z′ = ；（4） ( ) 2

if z
z

′ = − ；（5） ( ) 2f z
z

′ = ； 

（6） ( ) ( ) 23 2f z i z′ = + 。 

 

32．根据下列条件确定解析函数 ( )f z u iv= + 。 

（1）u x y= + ；（2） sin chu x y= ；（3） 2 2

xv
x y

=
+

；（4） arctan yv
x

= 。 

（1） ( )v v u udv dx dy dx dy d y x
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂

= + = − + = −
∂ ∂ ∂ ∂

，所以 v y x C= − + （C 为实常数），

( ) ( ) ( )1 1 1f u iv i x i y iC i z iC= + = − + + + = − + ； 

（2） sinf z iC= + ；（3）
if C
z

= + ；（4） lnf z C= + 。 

 

33．若 ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= + 解析，且 ( ) ( ) ( )( )2 2, , 4u x y v x y x y x xy y− = − + + ，求

( )f z 。 

由已知可得 ( )( )2 24 2 4u v x xy y x y x y
x x
∂ ∂

− = + + + − +
∂ ∂

， 

( ) ( )( )2 24 4 2u v x xy y x y x y
y y
∂ ∂

− = − + + + − +
∂ ∂

， 

再由 C-R 方程
u v
x y
∂ ∂

=
∂ ∂

，
u v
y x
∂ ∂

= −
∂ ∂

。由以上四式可解出： 

6u v xy
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

， ( )2 23u v x y
y x
∂ ∂

= − = −
∂ ∂

。 

 解出
2 3

13u x y y C= − + ，
2 3

23v xy x C= − + ，由已知条件可确定 1 2C C C= = 。 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 33 3 1 1f z u iv x y y i xy x i C iz i C= + = − + − + + = + +  

 

34．若 ( ),u x y 具有连续三阶偏导数，且
2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

，证明函数
u ui
x y
∂ ∂

−
∂ ∂

解析。 



令
uU
x
∂

=
∂

，
uV
y
∂

= −
∂

，则
2 2

2 2 0U V u u
x y x y

∂ ∂ ∂ ∂
− = + =

∂ ∂ ∂ ∂
，

2 2

0U V u u
y x x y y x

∂ ∂ ∂ ∂
+ = − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
， 

即该函数满足 C-R 方程，所以解析。 
 
 

35．如果 ( ),u x y 和 ( ),v x y 都是调和函数，讨论下列函数是否也是调和函数： 

（1） ( ), ,0U u v x y= ⎡ ⎤⎣ ⎦；（2） ( )0, ,U u v x y= ⎡ ⎤⎣ ⎦；（3） ( ) ( ), ,U u x y v x y= ； 

（4） ( ) ( ), ,U u x y v x y= + 。 

（1）
( ),0v

U u v
x x x

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
，    

( ) ( )

22 2 2

2 2 2
,0,0 vv

U u v u v
x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
， 

( ),0v

U u v
y x y

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
，    

( ) ( )

22 2 2

2 2 2
,0,0 vv

U u v u v
y x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

。 

( ) ( )

222 2 2 2 2

2 2 2 2 2
,0,0 vv

U U u v v u v v
x y x x y x x y

⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + + +⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

           
( )

222

2
,0v

u v v
x x y

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

上式右边一般不等于 0，所以不是调和函数。 

（2）
( )

222 2 2

2 2 2
0,v

U U u v v
x y y x y

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
，不是调和函数。 

（3）
2 2 2

2 2 22U u u v vv u
x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
，

2 2 2

2 2 22U u u v vv u
y y y y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
， 

2 2

2 2 2U U u v u v
x y x x y y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

，不是调和函数。 

（4）
2 2 2

2 2 2

U u v
x x x

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
，

2 2 2

2 2 2

U u v
y y y

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
，

2 2

2 2 0U U
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
，是调和函数。 

 
 

36．假设函数 ( )f z 在区域 G 内任意一点都满足 ( ) 0f z′ = ，证明 ( )f z 在 G 内为常数。 

( ) 0u vf z i
x x
∂ ∂′ = + =
∂ ∂

，所以 0u u v v
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

，即u ，v都是常数， ( )f z 为常数。 



 

37．若 ( )f z 在区域 G 内解析，且 ( )Im 0f z = ，证明 ( )f z 在 G 内为常数。 

0u v
x y
∂ ∂

= =
∂ ∂

， 0u v
y x
∂ ∂

= − =
∂ ∂

，所以u 为常数，又 0v = ，所以 ( )f z 在 G 内为常数。 

 
 

38．若 ( ) ( ) ( ), ,f z u x y iv x y= + 在区域 G 内解析，且 au bv c+ = ，其中 , ,a b c是不为 0

的实常数，证明 ( )f z 在 G 内为常数。如果 , ,a b c 是不为 0 的复常数，结论还成立吗？ 

由已知可得 0u va b
x x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

， 0u va b
y y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

，代入 C-R 方程， 

0u ua b
x y

∂ ∂
− =

∂ ∂
， 0u ua b

y x
∂ ∂

+ =
∂ ∂

，两式消去
u
y
∂
∂

得 ( )2 2 0ua b
x
∂

+ =
∂

，由于 ,a b 为

实数，所以 0u
x
∂

=
∂

。同样可得 0u v v
y x y
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

，所以 ( )f z 为常数。如果 , ,a b c 是复数，

结论不成立。 
 
 

39．若 ( )f z 和 ( )g z 在 z a= 点解析，且 ( ) ( ) 0f a g a= = ，而 ( ) 0g a′ ≠ ，试证： 

( )
( )

( )
( )

lim
z a

f z f a
g z g a→

′
=

′
。 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

lim lim
z a z a

f z f af z f a g z g a
z a z ag z g a→ →

′− −
= =

′− −
。 

 
 

40．设 z 沿着从原点出发的射线运动，其模无限增大，试讨论函数
ze 的变化趋势。 

z x iye e e= ，若 0x > （即 arg
2 2

zπ π
− < < ），

ze →∞。 

若 0x < （即
3arg

2 2
zπ π

< < ）， 0ze → 。 

若 0x = （即 arg
2

z π
= ± ），

ze 的实部虚部在[ ]1,1− 之间振荡。 

 
41．证明下列公式： 



（1） ( )1 2 1 2 1 2sin sin cos cos sinz z z z z z± = ± ； 

（2） ( )1 2 1 2 1 2cos cos cos sin sinz z z z z z± = ∓ ； 

（3）sh sinz i iz= − ； 
（4）ch cosz iz= ； 

（5） ( )1 2cos ln 1z i z z− = − + − ； 

（6） 1 1 1tan ln
2 1

izz
i iz

− +
=

−
； 

（7） 2 2ch sh 1z z− = ； 

（8） 2 21 th sechz z− = 。 

 

（1）
( )( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2sin cos cos sin
4

iz iz iz iz iz iz iz ize e e e e e e e
z z z z

i

− − − −− + + + −
+ =  

          
( ) ( )

( )
1 2 1 2

1 2sin
2

i z z i z ze e z z
i

+ − +−
= = +  

同样得， ( )1 2 1 2 1 2sin cos cos sin sinz z z z z z− = −  

（2）
( )( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2cos cos sin sin
4

iz iz iz iz iz iz iz ize e e e e e e e
z z z z

− − − −+ + + − −
− =  

           
( ) ( )

( )
1 2 1 2

1 2cos
2

i z z i z ze e z z
+ − ++

= = +  

同样得， ( )1 2 1 2 1 2cos cos sin sin cosz z z z z z+ = −  

（3）
( ) ( ) ( ) ( )

sh sin
2 2 2

i iz i iz i iz i izz ze e e e e ez i i iz
i

− −−− − −
= = = − = −  

（4）
( ) ( )

ch cos
2 2

i iz i izz ze e e ez iz
−−+ +

= = =  

（5）令 cos
2

iw iwe ez w
−+

= = ，则
2 2 1 0iw iwe ze− + = ，解出

2 1iwe z z= + − ， 

所以 ( )1 2cos ln 1z w i z z− = = − + −  

（6）令 tan
iw iw

iw iw

e ez w i
e e

−

−

−
= = −

+
，解出

2 1
1

iw ize
iz

+
=

−
。所以

1 1 1tan ln
2 1

izz w
i iz

− +
= =

−
 



（7）
( ) ( )2 2

2 2ch sh 1
4

z z z ze e e e
z z

− −+ − −
− = =  

（8）
( )

2
2 2

2
41 th 1 sech

z z

z z z z

e ez z
e e e e

−

− −

⎛ ⎞−
− = − = =⎜ ⎟+⎝ ⎠ +

 

 
 

42．证明下列公式：（1） ( )sh chz z′ = ；（2） ( )ch shz z′ = ； 

（3） ( ) 2th sechz z′ = ；（4） ( ) 2cth cschz z′ = −  

（1） ( )sh ch
2 2

z z z ze e e ez z
− −′⎛ ⎞− +′ = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

（2） ( )ch sh
2 2

z z z ze e e ez z
− −′⎛ ⎞+ −′ = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

（3） ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2
2

2
2th sech

z z z zz z

z z z zz z

e e e ee ez z
e e e ee e

− −−

− −−

′ + − −⎛ ⎞− ⎛ ⎞′ = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠ +
 

（4） ( ) ( ) ( )
( )

2 2 2
2

2
2cth csch

z z z zz z

z z z zz z

e e e ee ez z
e e e ee e

− −−

− −−

′ − − +⎛ ⎞+ ⎛ ⎞′ = = = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ −
 

 

43．证明下列不等式：（1） ( )sh sin chy x iy y≤ + ≤ ； 

（2） ( )sh cos chy x iy y≤ + ≤ 。 

（1） ( )sin sin cos cos sin sin ch cos shx iy x iy x iy x y i x y+ = + = + ， 

所以 ( ) 2 2 2 2sin sin ch cos shx iy x y x y+ = + 。 

代入
2 2ch 1 shy y= + 得 ( ) 2 2sin sin sh shx iy x y y+ = + ≥ ， 

代入
2 2sh ch 1y y= − 得 ( ) 2 2sin ch cos chx iy y x y+ = − ≤ 。不等式得证。 

（2）同（1）。 
 
 

44．解下列方程：（1）sh 0z = ；（2） 22ch 3ch 1 0z z− + = ；（3） 2 5sin sin 1 0
2

z z− + = ；



（4） tan z i= 。 

（1）sh 0
2

z ze ez
−−

= = ，即
2 21z i ke e π= = ，所以 z ikπ= ，（ 0, 1, 2k = ± ± "）； 

（2）解得 ch z =1 或 1/2，即
2 21z i ke e π= = 或

( )3 21 3
2 2

i kze i e π π± += ± = ，所以 z ikπ= ，

( )/ 3 2i kπ π± + ，（ 0, 1, 2k = ± ± "）； 

（3） / 6 2z kπ π= + ，5 / 6 2kπ π+ ， ( )/ 2 ln 2 3 2i kπ π− ± + ，（ 0, 1, 2k = ± ± "）； 

（4）无解。 
 
 

46．扇形区域0 arg
3

z π
< < 经变换

3w z= 后边成什么区域？（上半平面） 

 
 

47．试证：圆 ( )2 2 0A x y Bx Cy D+ + + + = 经变换
1w
z

= 后仍为圆，并讨论 0A = 及 0D =

的情况。 

由于
22 2x y z zz+ = = ， ( )1

2
x z z= + ， ( )1

2
y z z

i
= − ，圆方程可写为 

( ) ( )1 1 0
2 2

Azz B iC z B iC z D+ − + + + = 。令 ( )1
2

E B iC= + ，则方程写成 

0Azz Ez Ez D+ + + = ，这就是圆的标准方程。代入 1/z w= ，得到 

0Dww Ew Ew A+ + + = ，仍是圆方程。 

0A = 时，将直线变换为圆， 0D = 时，将圆变换成直线。 
 
 

48． izw e= 把实轴上线段0 2x π≤ < 变为什么图形？ 

由 0y = 得
ixw e= ，所以 1w = 。0 2x π≤ < 即是0 arg 2w π≤ < ，所以变为单位圆。 

 

49．双纽线
2 22 cos 2aρ ϕ= 经变换

2w z= 后变为什么图形？ 

令
iz e ϕρ= ，则

2 2iw e ϕρ= 。令
iw re θ= ，则 2θ ϕ= ，

2 22 cosr aρ θ= = ，即变换为圆。 

 

50．证明：
1
1

zw i
z
−

= −
+

将直线 y ax= 变为圆。 



直线方程写为 0Az Az+ = ，其中 ( )1
2

A a i= − 。代入
1
1

iwz
iw

+
=

−
得 

0aww w w a+ + − = ，即为圆方程。 
 
 

51．证明：在变换
1 1
2

w z
z

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

下， z 平面上以原点为圆心，eβ
（ 0β > ）为半径的圆变

为w平面上的椭圆，焦点为 i± ，长短半轴分别为 ch β 及 sh β 。 

令
iz e ϕρ= ，则圆方程为 eβρ = 。 

( )1 1 cos sin cos sin
2 2

i iw e e e e e ie e ieβ ϕ β ϕ β β β βϕ ϕ ϕ ϕ− − − −⎡ ⎤= − = + − +⎣ ⎦  

sh cos ch siniβ ϕ β ϕ= +  

令w x iy= + ，则 sh cosx β ϕ= ， ch siny β ϕ= ，消去ϕ得
2 2

2 2 1
sh ch

x y
β β
+ = ，即以 i± 为

焦点， ch β 及 sh β 为长短半轴的椭圆。 

 
 

52．设 ( ) ( ), ,w u x y iv x y= + 解析，且 0dw
dz

≠ ，试证曲线族 ( ) 1,u x y C= ， ( ) 2,v x y C= （ 1C ，

2C 为任意实常数）互相正交。 

设 1n ， 2n 为过点 ( ),x y 的两曲线在该点的法向量，即 1 ,u u
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

n ， 2 ,v v
x y

⎛ ⎞∂ ∂
= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

n 。 

则 1 2 0u v u v u u u u
x x y y x y y x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⋅ = + = − + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

n n ，即两曲线正交。 

 



53．判断下列函数是单值的还是多值的： 

（1） 1z z+ − ；（2）
1

1 ln z+
；（3） cos z ；（4） ln sin z ；（5）

cos z
z

；（6）
sin z

z
。 

明显（1）~（4）都是多值函数。 

用 w± 表示 z 的两个平方根，即 z w= 或 w− 。取 z w= ，则
cos cosz w

wz
= ，取

z w= − ，则
( )coscos coswz w
w wz
−

= = −
−

，即
cos z

z
为多值函数，同样可得，

sin z
z

为单值函数。 
 
 
54．找出下列函数的枝点，并讨论 z 绕各个枝点移动一周回到原处函数值的变化。若同时绕

两个，三个枝点，又会出现怎样的情况？ 

（1） 31 z− ；（2） 2 1z z+ − ；（3）
z a
z b
−
−

；（4）
1

1 ln z+
；（5）

cos z
z

； 

（6） 3 2 4z − ；（7） ( )23 1z z + ；（8） ( )2ln 1z + 。 

（1） ( )
2 2

3 3 31 1
i i

w z z z e z e
π π

−⎛ ⎞⎛ ⎞
= − = − − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
，当 z 逆时针绕 1 点一圈（不包围

2
3

i
e

π

和

2
3

i
e

π
−

）回到原处，因子 1 z− 顺时针绕 0 点旋转π ，另外两个因子

2
3

i
z e

π

− 和

2
3

i
z e

π
−

−

不变，故w顺时针绕 0 点旋转π 。当 z 逆时针绕

2
3

i
e

π

（或

2
3

i
e

π−
）点一圈（不包围另外两点）

回到原处，w逆时针绕 0 点旋转π 。所以 1，
2
3

i
e

π±
为枝点。若 z 逆时针绕 1 和

2
3

i
e

π

两点一

圈（不包围

2
3

i
e

π−
）回到原处，w不变，同样的， z 逆时针绕任意两个枝点一圈（不包围另

一个枝点）回到原处，w都不变。若 z 逆时针绕这三个枝点一圈回到原处，w 顺时针绕 0
点旋转π ，所以∞也是枝点。 
（2）枝点是 1± ； 

（3）枝点是a ，b （ z 绕b 逆时针一圈回到原处，因子
1

z b−
顺时针绕 0 点旋转π ）； 

（4）枝点是 0，∞； 
（5）枝点是 0，∞； 
（6）枝点是± 2，∞； 
（7）枝点是 0，-1； 
（8）枝点是± i，∞； 
 



55．函数 1w z z= + − ，规定 ( )2 1w = ，是分别求当 z 沿着图中的 1C 和 2C 连续变化时

( )3w − 之值。 

 

若规定 2z = 处 ( )arg 1 2z π− = ，则有 ( )2 1w = 。z 沿 1C 连续变化到-3 时， ( )arg 1 3z π− = ，

所以 ( )
3
23 3 4 3 2

i
w e i

π

− = − + = − − 。沿 2C 有 ( )3 3 2w i− = − + 。 

 
 

56．规定函数 3 2w z z= − 在下图割线上岸的幅角为 0，试求该函数在割线下岸 3z = 处的

数值，又问，这个函数有几个单值分枝：求出在其他分枝中割线下岸 3z = 处的函数值。 

 

2z − 在割线上岸幅角为 0，下岸为 2π ，所以 ( )
2
33 3

i
w e

π

= 。 

有三个单值分枝。规定割线上岸幅角为 2π ，则下岸为 4π ， ( )
4
33 3

i
w e

π

= ， 

规定割线上岸幅角为 4π ，则下岸为6π ， ( )3 3w = 。 

 
 

57．函数 ( )( )w z a z b= − − 的割线有多少种可能的做法？试在两种不同做法下讨论单值

分枝的规定。设 ,a b为实数，且 a b≠ 。 

,a b为枝点，连接 ,a b的任意线段都可作为割线，所以有无穷种做法。 

其中两种做法： 



（1） 

 

规定割线上岸 ( ) ( )arg argz a z b π− + − = 和3π 可得两个单枝分枝。 

（2） 

 

可规定正实轴割线上岸 ( ) ( )arg argz a z b− + − 分别为 0，2π 。 

 
 

58．规定函数
2 2 2w z z= − + ， ( )0 2w = 。求当 z 由原点出发沿圆 ( )1 2z i− + = 逆

时针方向通过 x 轴时的函数值。又当 z 回到原点时函数之值如何？ 

 

( )( )4 42 2i iw z e z eπ π−= − − 。 只 要 规 定 0z = 时 ( )4 3arg 2
4

iz e π π
− = − ，

( )4 3arg 2
4

iz e π π−− = 就 有 ( )0 2w = 。 当 z 沿 圆 逆 时 针 到 达 2z = 时 ，

( )4arg 2
4

iz e π π
− = − ， ( )4arg 2

4
iz e π π−− = ，所以 ( ) 4 42 2 2 2i iw e eπ π−= ⋅ = 。 

当 z 回 到 原 点 时 ， ( )4 5arg 2
4

iz e π π
− = ， ( )4 3arg 2

4
iz e π π−− = ， 所 以



( ) 5 4 3 40 2 2 2 2i i iw e e eπ π π= ⋅ = = − 。 

 
 

59．函数 ( )2ln 1w z= − ，规定 ( )0 0w = ，试讨论当 z 分别限制在以下两图中变化时， ( )3w

之值。 

 

（a） ( )( )ln 1 1w z z= − +⎡ ⎤⎣ ⎦。规定 0z = 时 ( )arg 1 0z− = ， ( )arg 1 0z + = 就有 ( )0 0w = 。 

z 从 下 半 平 面 到 达 3z = 时 有 ( )arg 1 z π− = ， ( )arg 1 0z + = ， 所 以

( ) ( )03 ln 2 4 3ln 2i iw e e iπ π= ⋅ = + 。 

（ b ） z 从 上 半 平 面 到 达 3z = 时 有 ( )arg 1 z π− = − ， ( )arg 1 0z + = ， 所 以

( ) ( )03 ln 2 4 3ln 2i iw e e iπ π−= ⋅ = − 。 

 
 

60．函数 ( )34 1w z z= − 在割线上岸函数值与下岸函数值有何不同？割线如下图。 

 

若割线上岸上一点 z 由左边（曲线 1C ）绕到割线下岸同一处（记为 z′），则 z 的辐角增加 2π ，

即
2iz ze π′ = ，1 z− 的辐角不变，即 ( )1 1z z′− = − 。所以 

( ) ( )3 32 24 41 1i iw z z ze z weπ π′′ ′= − = − = 。 



若 z 由右边（曲线 2C ）绕到割线下岸同一处，则 z 的辐角不变，1 z− 的辐角减小 2π ， 

( ) 32 3 24 1 i iw z z e weπ π− −′ ⎡ ⎤= − =⎣ ⎦ 。 

 
 

61．规定0 arg 2z π≤ < ，求w z= 在 z i= 处的导数值。 

( ) 1
2

w z
z

′ = ， ( ) ( )2 41 1 1
2 2 2

i iw e e iπ π−′ = = − 。 

 
 
62．规定 0z = 处 arctan z π= ，求在 2z = 处的导数值。割线做法如图。 

 

1arctan ln
2

i zz
i z i

−
=

+
， ( ) 2

1arctan
1

z
z

′ =
+

， ( )
2

1arctan
5z

z
=

′ = 。 

虽然导函数 ( )f z′ 是单值函数，但它是在 ( )f z 的单值分枝中定义的，否则极限值

( ) ( )
0

0

0

lim
z z

f z f z
z z→

−
−

不定。 

 
 

63．证明：若函数 ( )f z 在区域G 内解析，其模为一常数，则函数 ( )f z 本身也必为一常数。 

证：令 ( ) ( ), cos sini x yf z Ae A iAϕ ϕ ϕ= = + ，其中 ( ),x yϕ 为实函数。由于 ( )f z 解析，C-R

方程为： sin cosA A
x y
ϕ ϕϕ ϕ∂ ∂

− =
∂ ∂

， sin cosA A
y x
ϕ ϕϕ ϕ∂ ∂
=

∂ ∂
。可由此解出 0

x
ϕ∂
=

∂
，

0
y
ϕ∂
=

∂
，即 ( ),x yϕ 为常数，所以 ( )f z 为常数。 



64． ( ) ( )1 1
2

ppz z
f z

z

− −
= ， 1 2p− < < 。在实轴上沿 0 到 1 做割线，规定沿割线上岸

( )arg arg 1 0z z= − = ，试计算 ( )f i± 。 

z i= 时， arg
2

z π
= ， ( )arg 1

4
z π

− = − ， ( ) ( ) ( )12 1 2 4 31
2 4

2
2

2

p pi i p i pe e
f i e

i

π π
π

− −
−

= = 。 

z 从左边由割线上岸绕到 z i= − ，则
3arg
2

z π
= ， ( )arg 1

4
z π

− = ， ( )
51

2 42
p i p

f i e
π− −

− = 。 

z 从右边由割线上岸绕到 z i= − ，则 arg
2

z π
= − ， ( ) 7arg 1

4
z π

− = − ， ( )
51

2 42
p i p

f i e
π− −

− = 。 

 



65．试按给定的路径计算下列积分： 

（1）
1

1

dz
z−∫ ，（i）沿路径 1C ： 1z = 的上半圆周，（ii）沿路径 2C ： 1z = 的下半圆周； 

（2）
2

0
Re

i
zdz

+

∫ ，（i） 1C ：直线段[0，2]和[2，2+i]组成的折线，（ii） 2C ：直线段 ( )2z i t= + ， 

     0 1t≤ ≤ 。 

（1）（i）
1

0 0i

iC

dz de id i
z e

ϕ

ϕπ π
ϕ π= = = −∫ ∫ ∫ ， 

（ii）
2

0 0i

iC

dz de id i
z e

ϕ

ϕπ π
ϕ π

− −
= = =∫ ∫ ∫ ； 

（2）（i）
1

2 1

0 0
Re 2 2 2

C
zdz xdx i dy i= + = +∫ ∫ ∫ ， 

（ii） ( ) ( )
2

1 1

0 0
Re 2 2 2 2 2

C
zdz td i t i tdt i= + = + = +∫ ∫ ∫ 。 

 
 

66．计算：（1）
1z

dz
z=∫ ；  （2）

1z

dz
z=∫ ；  （3）

1z

dz
z=∫ ；  （4）

1z

dz
z=∫ 。 

（1）令
iz e ϕ= ，

2 2

1 0 0
2

i

iz

dz de id i
z e

ϕπ π

ϕ ϕ π
=

= = =∫ ∫ ∫ ； 

（2）
2 2

01 0
0i i

z

dz de e
z

π πϕ ϕ

=
= = =∫ ∫ ； 

（3）
2 2 2

01 0 0
0

i
i i

iz

ie ddz
e d ie

z e

ϕ
π π πϕ ϕ

ϕ

ϕ
ϕ− −

=
= = = =∫ ∫ ∫ ； 

（4）
2

1 0
2

z

dz d
z

π
ϕ π

=
= =∫ ∫ 。 

 
 

67．考虑两简单闭合曲线 1C ， 2C ，彼此相交于 A，B 两点。设 1C 与 2C 所包围的内部区域

分别是 1G 与 2G ，其公共区域为 g 。若 ( )f z 在曲线 1C ， 2C 上解析，且在区域 1G g− 及

2G g− 内解析，试证明： ( ) ( )
1 2C C

f z dz f z dz=∫ ∫v v 。 

s1zixin
插入号
第三章习题



 

如图， 1 4Γ Γ∼ 表示四条边界线， 1C 是 1Γ 的负向加上 3Γ 的正向， 2C 是 2Γ 的负向加上 4Γ 的

正向。 

( ) ( )
1 2 1 3 2 4C C
f z dz f z dz fdz fdz fdz fdz

Γ Γ Γ Γ
− =− + + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫v v  

1Γ 的负向加上 2Γ 的正向就是 1G g− 的边界，所以
1 2

0fdz fdz
Γ Γ

− + =∫ ∫ ， 

同样的，
3 4

0fdz fdz
Γ Γ

− =∫ ∫ ，所以有 ( ) ( )
1 2C C

f z dz f z dz=∫ ∫v v 。 

 
 
68．对于任一解析函数的实部或虚部，Cauchy 定理仍成立吗？如果成立，试证明之，如果

不成立，试说明理由，并举一例。 

不成立。取 ( )f z z= ，则实部 ( ),u x y x= 。取如下积分路径： 

 
1 1 0

0 0 1
udz xdx i dy xdx i= + + =∫ ∫ ∫ ∫v 。 

 
 

69．证明： 4
C

dz i
z

π=∫v ，其中积分路径C 为闭合曲线
22 sin

4
ϕρ = − 。这个结果和围绕原

点一圈 2dz i
z

π=∫v 的结论有矛盾吗？为什么？ 



 

2 2

4 4

0 02 2

12 sin sin 2 sin
4 4 2 4

2 sin 2 sin
4 4

i i i

C i i

d e e i e
dz d
z e e

ϕ ϕ ϕ

π π

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠= =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫v  

      
4 4

0 0

sin1 2
2 3 cos

2

id d
π π

ϕ

ϕ ϕϕ= −
+

∫ ∫  

上式右边第二项被积函数以 4π 为周期，所以积分限可换为 2 2π π− ∼ ，被积函数又是奇函

数，故积分为 0，所以 4
C

dz i
z

π=∫v 。由上图可看出，C 绕原点两圈，并不与围绕原点一圈

2dz i
z

π=∫v 的结论矛盾。 

 

70．计算
2

3 23

2 15 30
10 32 32z

z z dz
z z z=

− +
− + −∫v 。 

原式
( )( ) ( )

2 2

2 23
2

2 15 30 2 15 302 4
2 4 4z

z

z z z zdz i i
z z z

π π
=

=

− + − +
= = ⋅ =

− − −∫v  

 

71．计算：（1） 2

sin
4
1C

z

dz
z

π

−∫v ，C 分别为：（i）
1
2

z = ，（ii） 1 1z − = ，（iii） 3z = ； 

（2） 2 1

iz

C

e dz
z +∫v ，C 分别为：（i） 1z i− = ，（ii） 2z = ，（iii） 2 2z i z i+ + − = 。 

（1）（i）积分路径不包围任何奇点，故积分值为 0， 



（ii）积分路径包围奇点 1z = ， 2

1

sin sin
4 42
1 1 2C

z

z z

dz i i
z z

π π
ππ

=

= ⋅ =
− +∫v ， 

（iii）积分路径包围奇点 1z = ± ， 1 2,C C 为单独包围 1z = ± 的闭路径， 

1 2
2 2 2

1 1

sin sin sin sin sin
4 4 4 4 42 2
1 1 1 1 1C C C

z z

z z z z z

dz dz dz i i
z z z z z

π π π π π

π π

= =−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= + = + =⎜ ⎟
− − − + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫v v v 。 

（2）（i） 2 2
1

iz iz

C
z i

e edz i
z z i e

ππ
=

= ⋅ =
+ +∫v ， 

（ii） 2 2 2 sh1
1

iz iz iz

C
z i z i

e e edz i
z z i z i

π π
= =−

⎛ ⎞
= + = −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠

∫v ， 

（iii）同（ii）。 
 
 

72．计算：（1）
2

cos
z

z dz
z=∫v ；（2） 22

sin
z

z dz
z=∫v ；（3）

2

2 1z

z dz
z= −∫v ；（4）

2

22

1
1z

z dz
z=

−
+∫v ； 

（5） 22z

dz
z=∫v ；（6） 22 1z

dz
z z= + +∫v ；（7） 22 8z

dz
z= −∫v ；（8） 22 2 3z

dz
z z= − +∫v ； 

（9） 22

z

z

z e dz
z=∫v ；（10）

( )2 22 16z

dz
z z= +∫v 。 

（1）
02

cos 2 cos 2
zz

z dz i z i
z

π π
==

= ⋅ =∫v ； 

（2） ( )22 0

sin 2 sin 2
z z

z dz i z i
z

π π
= =

′= =∫v ； 

（3）
2

2

12
2 2

1 zz

z dz i z i
z

π π
==

= ⋅ =
−∫v ； 

（4）
2 2 2

22

1 1 12 0
1z

z i z i

z z zdz i
z z i z i

π
=

= =−

⎛ ⎞− − −
= + =⎜ ⎟⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠

∫v ； 

（5） 22
0

z

dz
z=

=∫v ； 

（6） 22
1 2 3 2 1 2 3 2

1 12 0
1 1 2 3 2 1 2 3 2z

z i z i

dz i
z z z i z i

π
=

=− − =− +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + =
⎜ ⎟+ + + − + +⎝ ⎠

∫v ； 



（7） 22
0

8z

dz
z=

=
−∫v ；（不包围奇点） 

（8） 22
1 2 1 2

1 12 0
2 3 1 2 1 2z

z i z i

dz i
z z z i z i

π
=

= − = +

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

− + − − − +⎝ ⎠
∫v ； 

（9） ( )2 22 2
0

2 4
z z

z

z z
z

z e dz e dz i e
z z

π
= =

=

′= =∫ ∫v v ； 

（10）
( ) 22 22

0

12 0
1616z

z

dz i
zz z

π
=

=

′⎛ ⎞= =⎜ ⎟++ ⎝ ⎠∫v 。 

 
 

73．（1）计算 31

z

z

e dz
z=∫v ；（2）对于什么样的 a 值，函数 ( )

0
3

1z t

z

aF z e dt
t t

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 是单值的？ 

（1） ( )31
0

2
2!

z
z

z
z

e idz e i
z

π π
=

=

′′= =∫v ； 

（2）
( )3

0,1
2

t

C

Cae dt
a i Ct t π

⎧⎛ ⎞+ = ⎨⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎩
∫v

不包围原点

， 包围原点
。当 2a = − 时，对任意的闭曲线（不过

原点）该积分都是 0，则 ( )F z 为单值函数。 

 
 

74．证明：在挖去 0z = 点的全平面上不存在一个解析函数 ( )f z ，使其满足 ( ) 1f z
z

′ = 。

这个结论和
1lnd z

dz z
= 矛盾吗？ 

因为 0z = 点是
1
z
的奇点，

1
z
在绕原点路径上的积分不为 0，所以无法定义变上限函数

0

1z

z
dt

t∫ ，即找不到在除去 0z = 点的全平面上解析的原函数。ln z 在划定割线，在单值分枝

内才有
1lnd z

dz z
= ，他是在分割的平面上成立，而不是全平面。 

 
 

75．设 G 是单连通区域， C 是它的边界， 1 2, , , nz z z" 是 G 内的 n 个不同的点。

( ) ( )( ) ( )1 2 nP z z z z z z z= − − −" ， ( )f z 在G 中解析，证明： ( ) ( )
( )

( ) ( )1
2 C

f P P z
Q z d

i P z
ζ ζ

ζ
π ζ ζ

−
=

−∫v



是一个 1n − 次多项式，且 ( ) ( )k kQ z f z= ， 1,2, ,k n= " 。如果G 是复连通区域，上述结

果还正确吗？ 

证： kz z≠ 时， ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

i

n

i
i z

f P P z
Q z z

P z
ζ

ζ ζ
ζ

ζ ζ= =

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥−⎣ ⎦
∑  

( )( )

( )

( )
1

1

1
i

n

jn
ji i

n
i i

j
j z

z z
f z z

z zz
ζ

ζ

ζ

=

=

= =

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

−⎢ ⎥= ⋅⎢ ⎥−−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∏
∑

∏
( )

( ) ( )
1

n
i

j
i j ii j

j i

f z
z z

z z= ≠
≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∏∏  

即它是 1n − 次多项式。 

kz z= 时， ( ) ( ) ( )1
2k kC

k

f
Q z d f z

i z
ζ

ζ
π ζ

= =
−∫v 。 

若G 是复连通区域，上面的计算不成立。 
 
 

76．设 ( )f z 在 z R≤ 的区域内解析，且
ie ϕζ ρ= （0 Rρ≤ < ）为圆内一点，证明圆内的

Poisson 公式： ( ) ( )
( )

2 2 2

2 202 2 cos

if ReRf d
R R

θ
πρζ θ

π ρ θ ϕ ρ
−

=
− − +∫ 。 

证： ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2

0 0

1 1 1
2 2 2

i i
i

i i iz R

f Re Rf Ref z
f dz dRe d

i z i Re e R e

θ θ
π πθ

θ ϕ ϕ θζ θ
π ζ π ρ π ρ −=

= = =
− − −∫ ∫ ∫v  

       
( )

( ) ( ) ( )2

0

1
2

i

i
i i

R R e
f Re d

R e R e

ϕ θ
π θ

ϕ θ ϕ θ

ρ
θ

π ρ ρ

− −

− − −

⎡ ⎤−⎣ ⎦=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫  

       
( )

( ) ( )
22

2 20

1
2 2 cos

i
iR R e f Re d

R R

ϕ θ
π θρ θ

π ρ θ ϕ ρ

− −−
=

− − +∫                    （1） 

令
2

iR e ϕζ
ρ

′ = ，它在圆外，所以有
( )1 0

2 z R

f z
dz

i zπ ζ=
=

′−∫v （函数
( )f z

z ζ ′−
在圆内解析）。 

( ) ( )

( ) ( )
22

2 20

10
2 2 cos

i
i

z R

f z R edz f Re d
z R R

ϕ θ
π θρ ρ θ

ζ π ρ θ ϕ ρ

− −

=

−
= =

′− − − +∫ ∫v           （2） 

（1）−（2）即得 ( ) ( )
( )

2 2 2

2 202 2 cos

if ReRf d
R R

θ
πρζ θ

π ρ θ ϕ ρ
−

=
− − +∫ 。 

 



77．若 ( )f z 在区域G 内单值连续，且沿G 内任一闭合路径C 均有 ( ) 0
C

f z dz =∫v ，试证

( )f z 在区域G 内解析（这是 Cauchy 定理的逆定理，即 Morera 定理）。 

因为 ( )f z 沿G 内任一闭合路径积分都是 0，则 ( )
0

z

z
f t dt∫ 与积分路径无关，它定义了一个

单值函数 ( ) ( )
0

z

z
F z f t dt= ∫ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1z z z z

z z

F z z F z
f z f t f z dt f t f z dt

z z z
+∆ +∆+ ∆ −

− = − ≤ −⎡ ⎤⎣ ⎦∆ ∆ ∆∫ ∫  

由于 ( )f z 在 z 点连续，对于任意 0ε > ，存在 0δ > ，使当 t z δ− < 时， ( ) ( )f t f z ε− < ， 

所以只要 z δ∆ < ，对于 [ ],t z z z∈ + ∆ ，有 t z z δ− ≤ ∆ < ， 

( ) ( ) ( ) 1F z z F z
f z z

z z
ε ε

+ ∆ −
− < ⋅ ⋅ ∆ =

∆ ∆
。所以 ( ) ( )F z f z′ = ， ( )F z 为解析函数，

而解析函数的导函数仍解析，即 ( )f z 在区域G 内解析。 

 
 

78．考虑函数 ( ) 2

1f z
z

= 。（ 1）它对于所有不通过原点的闭合围道 C 都有积分

( ) 0
C

f z dz =∫v ，但 ( )f z 在 0z = 点不解析。这个情况和 Morera 定理（上题）矛盾吗？ 

（2）当 z →∞时，此函数有界，但并不是一个常数。这和 Liouville 定理矛盾吗？ 

（1）对于过原点路径上的积分，由于 ( )0f →∞，积分→∞，并不满足 Morera 定理条件； 

（2）Liouville 定理要求全平面解析。 
 
 

79．设G 为单连通区域，其边界为简单闭合曲线C 。若函数 ( )f z 在G G C= + 中解析，

且在C 上， ( ) 0f z = 。证明：在区域G 内恒有 ( ) 0f z = 。 

由 Cauchy 积分公式 ( ) ( )1
2 C

f
f z d

i z
ζ

ζ
π ζ

=
−∫v 可证。 

 
 

80．计算
C

dz
z∫ ，积分路径C 为：（1）没有割线的 z 平面上，由 i− 到 i 的各种可能路径； 

（2）沿负实轴割开的 z 平面上，由 i− 到 i 的各种可能路径。 



 
（1）可计算出沿右半圆从 i− 到 i 的积分值为 iπ ，沿左半圆从 i− 到 i 的积分值为 iπ− 。 

 

如上图（a），对于右半平面从 i− 到 i 的任意路径 0C ，与 i 到 i− 的右半圆构成闭合路径，该

闭路径积分值为 0，所以
0

0 C

dzI i
z

π= =∫ 。 

如上图（b）， 1C 为从 i− 逆时针绕原点一圈后从右半平面到达 i 的曲线，记 1C 上的积分为 1I 。

0L 为右半平面从 i 到 i− 的曲线， 0L 上的积分即为 0I− 。 1C 与 0L 构成的闭曲线绕原点一圈，

所以 1C 与 0L 上的积分之和为 2 iπ ，即 1 0 2I I iπ− = ，所以 1 3I iπ= 。 

如上图（c）， 2C 为从 i− 逆时针绕原点两圈后从右半平面到达 i 的曲线，记 2C 上的积分为 2I 。

1L 为从 i− 逆时针绕原点一圈后从右半平面到达 i 的反向曲线， 1L 上的积分即为 1I− 。 2C 与

1L 构成的闭曲线绕原点一圈，所以 2 1 2I I iπ− = ，即 2 5I iπ= 。 

依此类推，从 i− 逆时针绕原点 n 圈后从右半平面到达 i 的曲线上的积分为 ( )2 1nI n iπ= + ，

0,1,2,n = "。 

同样可得，对于从 i− 顺时针绕原点 n 圈后从左半平面到达 i 的曲线上的积分为

( )2 1nI n iπ′ = − + ， 0,1,2,n = "。 

（2）只能由右半平面直接从 i− 到 i 的路径积分，积分值为 iπ 。 
 
 

81．证明：
( )

2 , 1
0, 1nC

i ndz
nz a

π =⎧
= ⎨ ≠− ⎩

∫v ，其中C 为包围 a 点的任一简单闭合围道，n 为整数。 



证：设ε 为任意小的正数。
( )

( ) ( )2 2 11

0 0

i
i nn

n n inz a

d a edz i e d
ez a

ϕ
π π ϕ

ϕε

ε
ε ϕ

ε
−−

− =

+
= =

−∫ ∫ ∫ ， 

当 1n ≠ 时，
( )2 1

0
0i ne d

π ϕ ϕ− =∫ ，即
( )

0nz a

dz
z aε− =

=
−∫ ， 

当 1n = 时，
( )

2

0
2nz a

dz i d i
z a

π

ε
ϕ π

− =
= =

−∫ ∫ 。 

对于包围 a 点的任一简单闭合围道C ，存在ε ，使 z a ε− = 在C 包围的区域内，则 

( ) ( )n nC z a

dz dz
z a z aε− =

=
− −∫ ∫v v ，得证。 

 
 

82．计算
C

dz
z∫ 。规定 1z = 时 1z = ，沿路径：（1）单位圆的上半周从 1 到-1；（2）单位

圆的下半周从 1 到-1。 

1z = 时，arg 0z = 。（1） 1z = − 时，arg z π= ， ( ) ( )
1

1
2 2 1 2 1i

C

dz z e i
z

π−
= = − = − +∫ ； 

（2） 1z = − 时， arg z π= − ， ( ) ( )
1

1
2 2 1 2 1i

C

dz z e i
z

π−
−= = − = − +∫ 。 

 
 

83．设 ( )f z 在区域G 内解析，C 为G 内任一简单闭曲线，证明对于G 内，但不在C 上的

任一点 z ，
( ) ( )

( )2C C

f f
d d

z z
ζ ζ

ζ ζ
ζ ζ

′
=

− −∫ ∫v v 。 

由 Cauchy 积 分 公 式 ，
( ) ( )2

C

f
d if z

z
ζ

ζ π
ζ
′

′=
−∫v 。 由 解 析 函 数 高 阶 导 数 公 式 ，

( )
( )

( )2 2
C

f
d if z

z
ζ

ζ π
ζ

′=
−∫v ，得证。 

 
 

84．设 ( )
2

1,
1 2

t x
xt t

Ψ =
− +

， t 是复变数。试证：
( ) ( )2

0

, 1 1
2

n n n

n n n
t

t x d x
t dx

=

∂ Ψ
= −

∂
。 



证： 

 

根据高阶微商公式，
( ) ( )

1 1
1 1 2

0

, ,! ! 1
2 2 1 2

n

n n nC C
t

t x t xn ndt dt
t i t i t xt tπ π+ +

=

∂ Ψ Ψ
= =

∂ − +
∫ ∫v v 。 

上式中 1C 是绕原点的围线，且不包围 ( ),t xΨ 的两个奇点
2 1x x± − 。 

作变换
21 2 1xt t ut− + = − ，即

( )
2

2
1

u x
t

u
−

=
−

，则 1C 映射为绕 x 的 2C （方向不变）， 

上面的积分化为： 

( )
( ) ( )1 2

12 2 2

1 2211 2 2

1! 1 ! 1 2 4 2
2 2 2 121 2 1

n

nnnC C

un n u u uxdt du
i i u uxu xt xt t uπ π

+

+++

⎡ ⎤− − − + −⎢ ⎥=
⎢ ⎥− + −−− + −⎣ ⎦

∫ ∫v v  

         
( )
( )

( ) ( )
2

2
2 2

1

11 ! 1 11 1
2 2 2 2

n
n nn n

nn n n n nC
u x

un d ddu u x
i du dxu xπ +

=

−
= ⋅ = − = −

−∫v 。 

 
 

85．设 ( ) ( )2, exp 2t x tx tΨ = − ， t 是复变数，试证：
( ) ( ) 2 2

0

,
1

n n
n x x

n n
t

t x de e
t dx

−

=

∂ Ψ
= −

∂
。 

证：同上题。 1C 是 t 平面上逆时针绕原点的围线，通过变换 t x u= − 映射为u 平面上逆时针

绕 x 的围线 2C 。 

( ) ( ) ( )

( )

22

1 2

22

11
0

, ! !
2 2

n x u x x utx t

nn nC C
t

t x n e n edt du
t i t i x uπ π

− − −−

++

=

∂ Ψ
= = −

∂ −∫ ∫v v  

              ( )
( )

( )
2

2 2 2

2
1

!1 1
2

u n
n nx x x

n nC

n e de du e e
i dxu xπ

−
−

+= − = −
−∫v  

 
 

86． ( )f z 在a 点的邻域内解析，当 ( )1 2arg z aθ θ≤ − ≤ ， z a→ 时，( ) ( )z a f z− 一致地



趋于 k ，试证： ( ) ( )2 10
lim

C
f z dz ik

δδ
θ θ

→
= −∫ 。其中Cδ 为：z a δ− = ， ( )1 2arg z aθ θ≤ − ≤

（逆时针）。 

证：可计算出 ( )2 1C

dz i
z aδ

θ θ= −
−∫ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1C C C C

k dzf z dz ik f z dz dz z a f z k
z a z aδ δ δ δ

θ θ− − = − = − −⎡ ⎤⎣ ⎦− −∫ ∫ ∫ ∫ 。 

( ) ( )z a f z− 一致地趋于 k ，即任意
2 1

0ε
θ θ

>
−

，存在 1 0δ > （与 ( )arg z a− 无关），使

1z a δ− < 时，( ) ( )
2 1

z a f z k ε
θ θ

− − <
−

。当 1δ δ< 时，对于Cδ 上的点有 1z a δ δ− = < ，

则 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1
2 1

C C

dzf z dz ik z a f z k
z aδ δ

εθ θ θ θ ε
θ θ

− − ≤ − − < ⋅ − =
− −∫ ∫  

 
 

87． ( )f z 在∞点邻域内解析，当 ( )1 2arg z aθ θ≤ − ≤ ，z →∞时， ( )zf z 一致地趋于 K 。

试证： ( ) ( )2 1lim
RCR

f z dz iK θ θ
→∞

= −∫ 。其中 RC 为： z R= ， 1 2arg zθ θ≤ ≤ （逆时针）。 

证：同上题，有 ( ) ( ) ( ) ( )2 1
R R R RC C C C

K dzf z dz iK f z dz dz zf z K
z z

θ θ− − = − = −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ 。 

任意
2 1

0ε
θ θ

>
−

，存在 0M > （与 arg z无关），当 z M> 时， ( )
2 1

zf z K ε
θ θ

− <
−

。 

只要 R M> ，在 RC 上有 z R M= > ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1
2 1R RC C

dzf z dz iK zf z K
z

εθ θ θ θ ε
θ θ

− − ≤ − < ⋅ − =
−∫ ∫ 。 

 
 

88．证明： ( )cos

1 0

1 1 cos sin
2

z

z

e dz e d
i z

π θ θ θ
π π=

=∫ ∫v 。从而计算出 ( )cos

0
cos sine d

π θ θ θ∫ 。 

( )

( ) ( )
cos sin

cos cos

1

1 1 1 cos sin sin sin
2 2 2 2

iz
i

iz

e e idz de e d e d
i z i e

θ θπ π πθ θ θ
θπ π π

θ θ θ θ
π π π π

+

= − − −
= = +∫ ∫ ∫ ∫v  

上式右边第二项被积函数是奇函数，积分为 0，第一项被积函数为偶函数，所以 



( )cos

1 0

1 1 cos sin
2

z

z

e dz e d
i z

π θ θ θ
π π=

=∫ ∫v 。 

计算上式左边的积分得 ( )cos

00
cos sin z

z
e d e

π θ θ θ π π
=

= =∫  

 
 

89， ( )f z 在全平面解析，且
( )lim 0

z

f z
z→∞

= ，证明 ( )f z 为常数。 

证：令 ( )
( ) ( )

( )

0
, 0

0 , 0

f z f
z

F z z
f z

⎧ −
≠⎪= ⎨

⎪ ′ =⎩

。 0z ≠ 时 ( )F z 显然是可导的， 0z = 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0F z F f z f zf
z z

′− − −
= ，利用洛比达法则， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 1lim lim 0
2 2z z

F z F f z f
f

z z→ →

′ ′− −
′′= = 。即 ( )F z 在 0z = 处也是可导的，所以

( )F z 在全平面解析。因为
( )lim 0

z

f z
z→∞

= ，则对于 1ε = ，存在 1M > ，当 1z M> > 时，

有
( ) 1

f z
z

ε< = ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
00

1 0
ff z f

F z f
z z M

ε≤ + < + < + ，即 ( )F z 有界，根

据 Liouville 定理， ( )F z 为常数。由于 ( ) ( ) ( )0
lim lim lim 0
z z z

f z f
F z

z z→∞ →∞ →∞
= − = ，所以

( ) 0F z = 。由此得， 0z ≠ 时， ( ) ( ) ( )0
0

f z f
F z

z
−

= = ， ( ) ( )0f z f= ，即 ( )f z 为常

数。 
 

90． ( )f z 在全平面解析，且 ( ) 1f z ≥ ，证明 ( )f z 为常数。 

证：令 ( ) ( )
1F z

f z
= ，因为 ( ) 1f z ≥ ，所以 ( )f z 没有零点，则 ( )F z 没有奇点，即 ( )F z

在全平面解析。 ( ) ( )
1 1F z

f z
= ≤ ，即 ( )F z 有界，根据 Liouville 定理， ( )F z 为常数，

则 ( )f z 为常数。 



91．求 sin z 在闭区域0 Re 2z π≤ ≤ ，0 Im 2z π≤ ≤ 中的最大值。 

由最大模原理，在边界上寻找最大值。 

在 0y = ，0 2x π≤ ≤ 上， sin sinz x= ，最大值为 1； 

在 2x π= ，0 2y π≤ ≤ 上， ( ) ( )sin sin 2 sin shz iy iy yπ= + = = ，最大值为 sh 2π ； 

在 2y π= ，0 2x π≤ ≤ 上， 

( ) ( ) ( )2 2sin sin 2 ch 2 sin sh 2 cos ch 2 sin sh 2 cosz x i x i x x xπ π π π π= + = + = + ， 

可求出最大值为 ch 2π ； 

在 0x = ，0 2y π≤ ≤ 上， ( )sin sin shz iy y= = ，最大值为 sh 2π ； 

所以最大值为 ch 2π 。 
 
 

92．函数 ( )f z 在G 内解析，且 0z 为G 内一点，有 ( )0 0f z′ ≠ ，试证明： 

( ) ( ) ( )0 0

2
C

i dz
f z f z f z
π

=
′ −∫v 。其中C 是以 0z 为圆心的一个足够小的圆。 

证：令 ( )
( ) ( )

( )

0
0

0

0
0

,

1 ,

z z z z
f z f z

F x
z z

f z

−⎧ ≠⎪ −⎪= ⎨
⎪ =
⎪ ′⎩

， 0z z≠ 时 ( )F x 显然是可导的，对于 0z z= 点， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

lim lim
z z z z

F z F z z z f z f z f z
z z f z z z f z f z→ →

′− − − +
=

′− − −⎡ ⎤⎣ ⎦
， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

0

0 0 0 0

lim
z z

f z f z
f z f z f z f z f z z z→

′ ′−
=

′ ′ ′− + −⎡ ⎤⎣ ⎦
 

            

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )0

0

00
2

0 0
0 0

0

lim
2z z

f z f z
f zz z

f z f z f zf z f z f z
z z

→

′ ′−
−

′′−
= = −

− ′⎡ ⎤⎣ ⎦′ ′ ′+
−

。 

即 ( )F x 在 0z z= 点也是可导的，所以 ( )F x 在在G 内解析，因此有： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )0

0 0 0

1 1 1
2 2C C

F zdz dz F z
i f z f z i z z f zπ π

= = =
′− −∫ ∫v v 。 

 



 

93．函数 ( )f z ， ( )g z 及 ( )g z 的反函数均在G 内单值解析，且 ( )g z′ 恒不为 0，试计算

( )
( ) ( )

1
2 C

f
d

i g g z
ζ

ζ
π ζ −∫v ，其中C 是G 内的简单闭曲线， z 不在C 上。 

由于 ( )g z 的反函数在G 内单值，所以当且仅当 zζ = 时 ( ) ( )g g zζ = ，即
( )

( ) ( )
f

g g z
ζ

ζ −
在

G 内只有一个奇点 zζ = 。 

若C 不包围 z ，则
( )

( ) ( )
1 0

2 C

f
d

i g g z
ζ

ζ
π ζ

=
−∫v 。 

若C 包围 z ，同上题作法，令 ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

,

,

z f z
g g z

F
f z

z
g z

ζ ζ ζ
ζ

ζ
ζ

−⎧ ≠⎪ −⎪= ⎨
⎪ =⎪ ′⎩

，它在G 内解析，所以

有：
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 1

2 2C C

f F f z
d d F z

i g g z i z g z
ζ ζ

ζ ζ
π ζ π ζ

= = =
′− −∫ ∫v v 。 

 



94．设 与 皆为正项级数，试举反例，说明下列说法不对： na∑ nb∑
（1）若 ，则 收敛；（2）若lim 0nn

na
→∞

= na∑ 2 2n na a 1+< ，则 na∑ 发散； 

（3）若 2 1lim n

n
n

a
a

+

→∞
= ∞，则 发散；（4）若na∑ na∑ 与 nb∑ 发散，则 n na b∑ 发散。 

（1）取
1
lnna

n n
= ；（可用积分判别法断定级数

( )
1

ln pn n
∑ 当 1p > 时收敛， 1p ≤ 时发散） 

（2）取
( )

2

2 1 n

na
n

− −
= ，则 时1n ≥

( ) ( )

2

2 2 1 2 2
8 4 1 0

2 2 1
n n

n na a
n n

+

− + +
− = <

+
，而 3

3
na

n
≤ ， 3

3
n∑

收敛，所以 收敛； na∑

（3）取
( )1

2
2

n

na n
−

− −
= ，则 2 1lim limn

n n
n

a n
a

+

→∞ →∞
= = ∞，而

3
2

na n
−

≤ ， 3/ 2

1
n∑ 是收敛的，所以

收敛； 

na∑

（4）取
( )2 1

1
nna

n + −
= ，

( )2 1

1
nnb

n − −
= ，因为

( )3
1 1

2 12
n

n k k

a
kk

= +
+∑ ∑ ∑ ，右边第一个级数

收敛，第二个发散，所以 发散，同样的，na∑ nb∑ 也发散，而 2

1
n na b

n
=∑ ∑ 收敛。 

 
 
95．指出下列谬误： 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 2 2 2
2 3 4 5 6 2 2 3 4 4 5 6 6

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − + − = + − × + + − × + + − × + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

          
1 1 1 1 11
2 3 4 5 6

= + + + + + +  

                  
1 1 1 12
2 4 6 8

⎛ ⎞− + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

          
1 1 1 1 11
2 3 4 5 6

⎛ ⎞= + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                  
1 1 1 1 11 0
2 3 4 5 6

⎛ ⎞− + + + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

不能随意改变求和顺序。 
 
 



96．判断下列级数的收敛性及绝对收敛性：（1）
ln

ni
n∑ ；（2）

ni
n∑ 。 

（1）
( )
( )

( )
( )

1 1
ln ln 2 ln 2 1

k kn

n k k

i i
n k k

− −
= +

+∑ ∑ ∑ ，右边两个级数都收敛（用 Leibnitz 判别法），

所以
ln

ni
n∑ 收敛，因为

1 1
ln ln

ni
n n
= >

n
，而

1
n∑ 发散，所以

ln

ni
n∑ 不绝对收敛 

（2）同上，
( ) ( )1 1

2 2

k kni i
n k k

− −
= +

1+∑ ∑ ∑ ，所以
ni
n∑ 收敛。

1ni
n n
= ，

1
n∑ 发散，所以

ni
n∑ 不绝对收敛。 

 
 

97．证明级数 ( )( )
1

1
1 1 1

n

n n
n

z
z z

−∞

+
= − −
∑ 1z ≠ 收敛，并求其和。 ，

( ) ( )( ) ( )
1

11
1 1

1 1 1
1 1 11 1

nN N

N n nn n
n n

zS z
z z z zz z

−

++
= =

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟− − −− − ⎝ ⎠
∑ ∑  

      
( ) 2 2 3

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1N Nz z z z z z z z +

⎛ ⎞= − + − + + −⎜ ⎟− − − − − − −⎝ ⎠1  

      
( ) 1

1 1 1
1 1 1 Nz z z z +

⎛ ⎞= −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠
 

若 1z < ， 时N →∞ ( )
( )2

1
1

NS z
z

→
−

，若 1z > ， ( )
( )2

1
1

NS z
z z

→
−

，即 

( ) ( )
( )

( )

2

2

1 , 1
1

lim
1 , 1

1

NN

z
z

S z S z
z

z z

→∞

⎧ <⎪ −⎪= = ⎨
⎪ >
⎪ −⎩

。 

 
 

98．证明无穷乘积 ( ) ( )( )( )( )2 2 4 8

0

1 1 1 1 1
n

n

z z z z z
∞

=

+ = + + + +∏ ，（ 1z < ）收敛，

并求其积。 

记其前 项部分积为N ( )NP z 。 



( ) ( )( )( ) ( )12 4 21 1 1 1
N

NP z z z z z
−

= + + + +  

       ( )( )( )( ) ( )12 4 21 1 1 1 1 1
1

N

z z z z z
z

−

= − + + + +
−

 

       ( )( )( ) ( )12 2 4 21 1 1 1 1
1

N

z z z z
z

−

= − + + +
−

 

       ( )( ) ( )1
2

4 4 21 11 1 1
1 1

N
N zz z z

z z
− −

= − + + = =
− −

 

因为 1z < ，所以 ( ) ( ) 1lim
1NN

P z P z
z→∞

= =
−

。 

 
 

99．证明：（1）
1

sincos
2n

n

z z
z

∞

=

=∏ ；（2）
1

1 1tan cot
2 2n n

n

z z
z

∞

=

= −∑ 。 

（1） ( ) 2 1cos cos cos cos
2 2 2 2N N N

z z zP z −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
z

 

           2 1

1cos cos cos cos sin
2 2 2 2 2 sin

2

N N N

N

z z z z z
z−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

           2 1 1

1cos cos cos sin
2 2 2 2 2sin

2

N N

N

z z z z
z− −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

           2 2
2

1 scos cos sin
2 2 2 2 sin 2 sin

2 2

N
N

N N

z z z z
z z−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = =

in
 

1

sin sincos lim
2 2 sin

2

n N Nn
N

z z
z z

∞

→∞
=

= =∏ z
； 

（2）

2

2 2
1

1 tan1 1 12cot tan tan tan tan
2 2 2 2 2 2 2 22 tan

2

N

n n N
n

z
z z zz z=

−
+ = + + + +∑ 1

N

z
 

                2 2

1 1 1tan tan
2 2 2 22 tan

2

N N

z z
z= + + +  



                

2
2

2 2 3 3
2

2

1 tan 1 1 12 tan tan tan
2 2 2 2 2 22 tan

2

N N

z
z z

z

−
= + + +

z
 

                3 3
2

2

1 1 1tan tan
2 2 2 22 tan

2

N N

z z
z= + + +  

                
1

2 tan
2

N
N
z= =  

令 ，则N →∞
1 1

2 tan
2

N
N
z z

→ ，所以
1

1 1tan cot
2 2n n

n

z z
z

∞

=

= −∑ 。 

 
 

100．证明级数 在区域sinne−∑ nz Im 1z < 内解析。 

证：对于任意 ，当(0,1p∈ ) Im z p≤ 时，（参考习题 02 的 43 题） 

( ) ( )1 11sin ch ch
2

p n p nn n ne nz e ny e pn e e− − − +− − − ⎡ ⎤≤ ≤ = +⎣ ⎦。因为级数
( ) ( )1 1p n p ne e− − − +⎡ ⎤+⎣ ⎦∑

收敛，所以级数 在区域sinne−∑ nz Im z p≤ 内一致收敛，由 Weierstrass 定理，级数

在区域sinne−∑ nz Im z p< 内解析。这里的 具有任意性。 p

任取区域 Im 1z < 内一点 ，存在0z 0p 使 0 0Im 1z p< < 。由于级数 sinne− nz∑ 在区域

0Im z p< 内解析，故在 点解析。由 的任意性，0z 0z sinne− nz∑ 在区域 Im 1z < 内解析。 

 
 

101． x 为实数，证明：（1）级数

( )
2

21 1
n

n

x

x

∞

= +
∑ 绝对收敛，但不一致收敛； 

（2）
( )

2
1

1 n

n n x

∞

=

−
+∑ 一致收敛，但不绝对收敛。 

（1）这是正项等比级数，显然绝对收敛。记和函数为 ( )S x ，则 ( )
2

0, 0
1 , 0

1

x
S x

x
x

=⎧
⎪= ⎨
− ≠⎪ +⎩

，



0x = 处为间断点，而

( )
2

21
n

x

x+
在整个实轴上是连续的，所以

( )
2

21 1
n

n

x

x

∞

= +
∑ 不一致收敛。 

（2）由于 2

1 1
n x n

≤
+

，所以 2

1
n x+

单调一致趋于 0，由 Leibnitz 判敛法可知
( )

2
1

1 n

n n x

∞

=

−
+∑ 一

致收敛。
( )

2

1 1
n

n x n x
−

=
+ + 2 ，它不绝对收敛。 

 
 

102．确定下列级数的收敛半径（或收敛区域）：（1）
1 n

n z
n∑ ；（2）

1
2

n
n n z
n∑ ； 

（3）
! n
n

n z
n∑ ；（4）

( )
( )22

1
2 !

n
n

n
z

n
−

∑ ；（5） ln n nn z∑ ；（6） nz∑ ；（7） 2
2

1
2

n
n z∑ ； 

（8）
1

nz
z

⎛ ⎞
⎜ +⎝ ⎠

∑ ⎟ 2；（9） ；（10）( ) ( )21 2
nn z z− + +∑ 2 sin

3
n

n

z∑ ；（11）
( )ln

!

n
n

n
z

n∑ ； 

（12）
11

n
nz

n
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

（1）
1

lim limn n
n n

n n
→∞ →∞

= = ∞，所以收敛半径 R = ∞； 

（2）
1

lim 2 lim 2n n n
n n

n n
→∞ →∞

= = ∞，所以收敛半径 R = ∞； 

（3）
( )
( ) 1

1 ! 1!lim lim 1
1

n

nnn n

nn e
n nn +→∞ →∞

+ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠+

，所以收敛半径 R e= ； 

（4）
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
1

2
2 22 2 1

1 1
lim lim 4 1

2 ! 2 1 !

n n

n nn n
n

n n

+

+→∞ →∞

− −
= + = ∞

+⎡ ⎤⎣ ⎦
，所以收敛半径 R = ∞； 

（5）
( )2lnln1

lnlim lim lim 1
nn

n n nn
n n n

n n e
→∞ →∞ →∞

= = = ，所以收敛半径 1R = ； 

（6）显然收敛半径 1R = ； 

（7）
2

2
2

1
2 2

n
n

n

zz ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，收敛半径 2R = ； 

（8）收敛域为 1
1

z
z
<

+
，化简得

1Re
2

z > − ； 

（9）收敛域为
2 2 2z z 1+ + < ； 



（10） 2 sin
3

n
n

z∑ 在全平面收敛，即收敛域为全平面； 

（11）
( ) ( )

( ) ( )
1 ln 1 lnlnlim lim

! 1 ! ln 1n n

n n n nn n
n n n→∞ →∞

+ +
= = ∞

+ +
，所以收敛半径 R = ∞； 

（12）

1/
1 1lim 1 lim 1 1

nn

n nn n→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ，所以收敛半径 1R = 。 

 
 

103．已知幂级数 和 的收敛半径分别为
n

na z∑ n
nb z∑ 1 2,R R ，试讨论下列幂级数的收敛半

径：（1） ；（2） ；（3）( ) n
n na b z+∑ n

n na b z∑ 1 n

n

z
a∑ ；（4） nn

n

b z
a∑ 。 

（1）设 1 2R R< 。 1z R< 时，级数收敛， 1 2R z R< < 时，级数发散；由阿贝尔第一定理，

当 2z R> 时级数也发散，所以 1R R= 。 

若 1 2R R= ， 1z R R< = 2 时，级数收敛， 1z R R> = 2 时，级数有可能收敛。 

综上， { }1 2min ,R R R≥ 。 

（2）参考数学分析中关于上下极限的等式和不等式。 

1 21/ 1/ 1/

1 1 1lim lim limn n n
n n n

n n n n

R R R
a b a b→∞ →∞ →∞

= ≥ ⋅ = ； 

（3）
1

1/ 1/

1 1
1 1lim limn nn n
n n

R 1
R

a a→∞ →∞

= ≤ = ； 

（4）
1/

1/ 2
1/ 1/

1
1/

1 1 1lim lim lim lim1lim

n
nn

n n nnn n nn n n
n

n
n

a RR a
b Rb b

a
→∞→∞ →∞ →∞

→∞

= ≤ ⋅ = ⋅ = 。 

 
 

104．如果 的收敛半径为
n

na z∑ R ，试证明 ( )Re n
na z∑ 的收敛半径 R R′ ≥ 。 

1/1/ 1/ 1/
1 2 2 1lim lim lim lim

Re

nn n

n n n nn n n n n n

n

R R
a a a a a a→∞ →∞ →∞ →∞

⎛ ⎞
′ = = ≥ =⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

=  

 
 



105．设级数 收敛，而na∑ na∑ 发散，证明级数
n

na z∑ 的收敛半径为 1。 

1z < 时，存在δ 使 1z δ< < ，则
n n

n na z a δ< 。 

因为 收敛，有 ，对于na∑ lim 0nn
a

→∞
= 1ε = ，当 充分大时n 1na ε< = ，则

n n
na z δ< ， 

因为
nδ∑ 收敛，所以 绝对收敛。 n

na z∑

1z > 时，
n

na z a> n ，因为 na∑ 发散，所以
n

na z∑ 发散。 

 
 

106．若级数 收敛，而na∑ nn a∑ 发散，证明级数
n

na z∑ 的收敛半径为 1。 

1z < 时，同上题方法可证 收敛。 n
na z∑

1z > 时，存在ζ 使 1z ζ> > ，则
n n

n na z a ζ> 。因为 1ζ > ，所以当 充分大时有 ，

则

n n nζ >

n
n na z n a> ，因为 nn a∑ 发散，所以

n
na z∑ 发散。 

 
 

107．证明：级数 2
1

n

n

z
n

∞

=
∑ 在 1z ≤ 中一致收敛，但由它逐项微商求得的级数在 1z < 内却不一

致收敛。这个结果和 Weierstrass 定理矛盾吗？ 

1z ≤ 时 2

1nz
n n

≤ 2 ，由于 2

1
n∑ 收敛，所以 2

nz
n∑ 在 1z ≤ 中一致收敛。 

假设
1nz

n

−

∑ 在 1z < 内一致收敛，则对任意 0ε > ，存在 ，当 时，对任意整数

有

N n N> p

1 1

1 2

n n n pz z z
n n n p 2

ε+ + −

+ + + <
+ + +

，（ 1z∀ < ）由于
1

nz
n +

在全平面连续，可令 z 从单位圆

内趋于 1 得
1 1

1

1 1 1lim
1 2 1 2 2

n n n p

z

z z z
n n n p n n n p

ε ε
+ + −

→
+ + + = + + + ≤ <

+ + + + + +
，即级数

1
n∑ 收敛，所以假设不成立，即级数

1nz
n

−

∑ 在 1z < 内不一致收敛。这并不与 Weierstrass

定理矛盾，该定理结论是逐项微商求得的级数在收敛域内的闭区域上一致收敛， 1z < 非闭

区域。 



108．证明 Riemann-ζ 函数 ( )
1

1
z

n

z
n

ζ
∞

=

=∑ 在区域Re 1z > 内解析，并计算 ( )zζ ′ 。 

证：对任意 1p > ，当 时，Re z p≥ ln ln

1 1 1
z x n p nn e e n
= ≤ =

1
p 。由于级数

1
pn∑ 收敛，所以

1
zn∑ 在 内一致收敛，所以Re z p≥ ( )zζ 在 内解析，逐项可导。 Re z p>

任取区域Re 1z > 内一点 ，存在0z 0p 使 。由于0 0Re 1z p> > ( )zζ 在 内解析，

逐项可导，所以

0Re z p>

( )zζ 在 点解析，逐项可导，由 的任意性，0z 0z ( )zζ 在Re 1z > 内解析，

逐项可导。 ( ) 1 l
z z

nz
n n

ζ
′⎛ ⎞′ = = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
n∑ ∑ 。 

 
 
109．将下列函数在指定点展成 Taylor 级数，并给出其收敛半径： 

（1）sin z ，在 z nπ= 展开；（2） 21 z− ，在 1z = 展开；（3） 2

1
1 z z+ +

，在 展开； 0z =

（4）ln ，在 展开，规定：(i) 0 az z i= rg 2z π≤ < ，(ii) arg zπ π− ≤ < ，(iii) ( ) 3ln
2z i

z iπ
=
= − ；

（5）arct 的主值，在 展开；（6）an z 0z = sin
1

z
z−
，在 0z = 展开； 

（7）
1exp

1 z
⎛ ⎞
⎜ −⎝ ⎠

⎟，在 展开（可只求前四项系数）；（8）0z = 1ln
1

z
z

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

，在 z = ∞展开。 

（1） ( )( )

( )
0, 2

sin sin
2 1 , 2

k
n mz n

k mkz n
k mπ

π π +=

=⎧⎪⎛ ⎞= + = ⎨⎜ ⎟ 1− = +⎝ ⎠ ⎪⎩
 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )2 1

0 0

11sin sin
! 2 1 !

n m
k k

z n
k m

z z z n z n
k mπ

π π
+∞ ∞

m+

=
= =

−
= − =

+∑ ∑ −

1

； 

（2） ； ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )221 1 1 1 2 1 2 1z z z z z z z− = − − + = − − + − = − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦

（3）
( )( )2 22 /3 2 /3

1 1 1 1
1 3 i ii iz z z e z ez e z e i π ππ π −−

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟+ + − −− − ⎝ ⎠/ 3 2 / 3

1     

2 /3 2 /3

2 /3 2 /3

1
1 13

i i

i i

e e
e z e zi

π π

π π

−

−

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

          ( ) ( )2 /3 2 /3 2 /3 2 /3

0

1
3

n ni i i i

n

e e z e e z
i

π π π π
∞

− −

=

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∑  



          ( ) ( ) ( )2 1 /3 2 1 /3

0 0

1 2 sin 1
33 3

i n i n n n

n n

e e z n
i

π π π
∞ ∞

+ − +

= =

2 z⎡ ⎤⎡ ⎤= − = +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑   （ 1z < ）； 

（4）( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 21 1 ! 1 1 ! 1 !1ln 1 !
k kk k

k k
k k kz i

z i z i

k k i k
z i

z z i i

−−

=
=

=

− − − − −⎛ ⎞= = = − = − = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

k ， 

（ ）。1,2,3,k = ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1ln ln ln ln
!

k
k k

z i z i z i
k k

iz z z z i z z i
k k

∞ ∞

= = =
= =

= + − = − −∑ ∑ k
，

（ 1z i− < ）；(i)(ii) ( ) 1ln
2z i

z iπ
=
= ；(iii) ( ) 3ln

2z i
z iπ

=
= − 代入上式即可。 

（5） ( ) ( )2 2
2

0 0

1 1
1

n n n

n n

t t
t

∞ ∞

= =

= − = −
+ ∑ ∑ ，（ 1t < ） 

对两边积分，由于幂级数在收敛域内可逐项积分，故有 

( ) ( )2 2 1

120 0
0 0

11arctan 1
1 2

n
z zn n n

n n
z dt t dt z

t n

∞ ∞
+

= =

−
= = − =

+ +∑ ∑∫ ∫ 1z < ） ，（

（6）
( )

( )

( )

( )( ) ( )
( )

( )1 2

0
0 00 0

1 !sin ! 1 !sin sin
1 ! ! 1 ! 2 2

mn n k nn n
k

z
k kz z

nz n n kz
z k n k z k m

π
− −⎡ ⎤⎣ ⎦

=
= == =

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑

0 1 !m= +∑  

( ) ( )
( )

( )1 2

1 1 00 0

1sin sin 1 sin
1 1 ! 1 2 1

mn n
n n

n n mz z

z z z z z
z z n z m

−⎡ ⎤∞ ∞ ⎣ ⎦

= = == =

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ !

，   （ 1z < ） 

（7）记 ( )
1

1 zf z e −= ，则 ( )0f e= 。 ( )
( )

1
1

2

1
1

zf z e
z

−′ =
−

， ( )0f e′ = 。 

( )
( ) ( )

1
1

3 4

2 1
1 1

zf z e
z z

−
⎡ ⎤

′′ = +⎢ ⎥
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

， ( )0 3f e′′ = 。 

( )
( ) ( ) ( )

1
1

4 5 6

6 6 1
1 1 1

zf z e
z z z

−
⎡ ⎤

′′′ = + +⎢ ⎥
− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

， ( )0 13f e′′′ = 。 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
4 1

5 6 7 8

24 36 12 1
1 1 1 1

zf z e
z z z z

−
⎡ ⎤

= + + +⎢ ⎥
− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

，
( ) ( )4 0 73f e= 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )42 31 1 10 0 0 0 0
2 6 24

f z f f z f z f z f z′ ′′ ′′′= + + + + +4  

     2 3 43 13 731
2 6 24

e z z z z⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

         （ 1z < ） 

（8）记 ( ) 1ln
1

zf z
z

+
=

−
，则 ( ) (1 1ln ln 1 ln 1

1
tf t

t t
+⎛ ⎞ )t= = + − −⎜ ⎟ −⎝ ⎠

。 



( ) ( ) ( ) ( )0 00 0
0

1ln 1 ln 1 ln 1 1
1

t t n n
t t

n

t t du t u du
u

∞

= =
=

+ = + + = + + −
+ ∑∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
0 00

0 0

1
ln 1 1 ln 1

1

n
tn n n

t t
n n

t u du t t
n

∞ ∞
+

= =
= =

−
= + + − = + +

+∑ ∑∫ 1t < ） ，（

( ) ( ) ( )0 00 0
0

1ln 1 ln 1 ln 1
1

t t n
t t

n

t t du t u du
u

∞

= =
=

− − = − − + = − − +
− ∑∫ ∫  

( ) 1
0

0

1ln 1
1

n
t

n

t t
n

∞
+

=
=

= − − +
+∑ ，（ 1t < ） 

1± 为
1ln
1

t
t
+
−

的 两 个 枝 点 ， 以 连 接 两 点 的 线 段 为 割 线 ， 规 定 割 线 上 岸

( ) ( ) ( )arg 1 arg 1 2 1t t k π+ − − = + ，（ 0, 1, 2,k = ± ± ），则 

( ) ( )1 2

0 00

1 11 1 2ln 2 1
1 1 2

n
n n

n nt

t 1

1
f t k i t

t t n n
π

∞ ∞
+ +

= ==

− ++⎛ ⎞ = + = + +⎜ ⎟ − + +⎝ ⎠
∑ ∑ ， 

( ) ( ) ( )2 1

0

22 1
2 1

n

n

f z k i z
n

π
∞

− +

=

= + +
+∑ 。 

 
 

110．求下列级数之和：（1） 2 1

0

1
2 1

n

n
z

n

∞
+

= +∑ ， 1z < ；（2）
( )

2

0

1
2 !

n

n

z
n

∞

=
∑ ， z < ∞。 

（1）记 ( ) 2 1

0

1
2 1

n

n

f z z
n

∞
+

=

=
+∑ ，则 ( ) 2

2
0

1
1

n

n

f z z
z

∞

=

′ = =
−∑ ，（ 1z < ） 

( ) ( ) 20 0

1 1 1 1 1 10 ln
1 2 1 1 2 1

z z zf z f dt dt
t t t z

+⎛ ⎞= + = + =⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠∫ ∫ ( )0 0f =， 为 使 ， 规 定

0

1ln 0
1 z

z
z =

+
=

−
。 

（2）记 ( ) ( )
2

0

1
2 !

n

n

f z z
n

∞

=

=∑ ，则 ( ) ( )
2 1

1

1
2 1 !

n

n

f z z
n

∞
−

=

′ =
−∑ ， ( ) ( ) ( )

2 2 2

1 0

1 1
2 2 ! 2 !

n k

n k

f z z
n k

∞ ∞
−

= =

′′ = =
−∑ ∑ z ， 

所以有 ，由初始条件( ) ( ) 0f z f z′′ − = ( )0 1f = ， ( )0f ′ 0= 解此方程得 ( ) chf z z= 。 

 
 



111．验证等式
11

0

1 1 1 1
2 3 1

a

b

t dt
a a b a b a b t

−

− + − + − =
+ + + +∫ ，（ ）。因此，此

类无穷级数求和就化为求定积分。利用这个办法求下列级数之和： 

0, 0a b> >

（1）
1 1 11
4 7 10

− + − + − ；（2）
1 1 1 1
2 5 8 11
− + − + − ；（3）

1 1 11
5 9 13

− + − + − 。 

证： ( )
1

1

0
1

1

a
n a bn

b
n

t t
t

− ∞
+ −

=

= −
+ ∑ ，（ 1t < ） 

( ) ( )1
1

0 0
0 0

1
1

1

nax xn a bn a bn
b

n n

t dt t dt x
t a bn

− ∞ ∞
+ − +

= =

−
= − =

+ +∑ ∑∫ ∫ ，（ 1x < ） 

由于级数 ( ) 1

0

1 n a bn

n

t
∞

+ −

=

−∑ 在区间 t x≤ （ 1x < ）上一致收敛，所以上式中求和与积分可交

换顺序。上式右边的幂级数在 1x = 点是收敛的，所以它在 1x = 点左连续（Abel 第二定理），

即
( ) ( )

1 0 0 0

1 1
lim

n n
a bn

x n n
x

a bn a bn

∞ ∞
+

→ −
= =

− −
=

+ +∑ ∑ 。左边的积分是关于 x 的连续函数，所以 

( ) ( ) 1 11

0 01 0 1 00 0

1 1
lim lim

1 1

n n a axa bn
b bx xn n

t tx dt dt
a bn a bn t t

− −∞ ∞
+

→ − → −
= =

− −
= = =

+ + +∑ ∑ ∫ ∫ +
。 

（1） 这里 ，所以和为 1, 3a b= =

1 1 1 1 1

23 2 20 0 0 0 0

1 1 1 2 1 1 2 1 1 1
1 3 1 1 3 1 6 1 2 1 3

2 4

t dt tdt dt dt dt
t t t t t t t

t

− −⎛ ⎞= − = − +⎜ ⎟+ + − + + − +⎝ ⎠ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

         ( ) ( )2
1 11

220 0 0

2 1
1 21 1 1 3ln 1

3 6 1 3 2 11
23

t

t

d td t t
t

t t
t

=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥− + ⎝ ⎠⎣ ⎦= + − +
− + ⎡ ⎤⎛ ⎞+ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫  

         ( )
1

12

0
0

1 1 1 2 1ln 2 ln 1 arctan
3 6 23 3

t
t

t
t

t t t
=

=

=
=

⎡ ⎤⎛ ⎞= − − + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

       
1 ln 2
3 3

π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（2） ，和为2, 3a b= =
1

30 1
t dt
t+∫ 。由于 

1
1 1 1

3 3 20 0 0
0

1 1 2 2 1arctan
1 1 1 23 3

t

t

t dt dt dt t
t t t t

2
3 3
π

=

=

⎡ ⎤⎛ ⎞+ = = − =⎜ ⎟⎢ ⎥+ + − + ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫ ∫  



所以
1 1

3 30 0

2 1 1 ln 2
1 1 33 3 3

t dt dt
t t

π π⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠∫ ∫ 。 

（3） ，和为1, 4a b= =
1 1

4 2 20 0

1 1 2 2
1 2 2 2 1 2 1

t tdt dt
t t t t t

⎛ ⎞+ −
= −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + − +⎝ ⎠

∫ ∫  

        

1 1 1 1

2 22 20 0 0 0

1 12 2
1 2 2 1 1 2 2 12 2

4 2 2 1 2 2 4 2 2 1 2 21 11 2 1 2
2 2

d t d t
t tdt dt

t t t t
t t

⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣= + − +
+ + − +⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣

∫ ∫ ∫ ∫

⎤
⎥
⎦
⎤
⎥
⎦

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1ln 2 2 arctan 2 1 ln 2 2 arctan 2 1
4 2 2 2 8 2 4 2 2 2 8 2

π π
= + + + − − − + − +  

( ) ( )1 2 2 1ln arctan 2 1 arccot 2 1
4 2 2 2 2 2

+ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦−
+  

( ) ( )1 1 1ln 3 2 2 ln 3 2 2
24 2 2 2 4 2
π π⎡ ⎤= + + ⋅ = + +⎣ ⎦  

 
 

112．如果 和 是自然数， ，证明： k n 0, 0a b> >

( )( ) ( ) ( )
1 1

0

! 1
1

ka nbk t t
a nb a nb a nb k

+ −= −
+ + + + + ∫ dt ，并求下列级数之和： 

（1）
1 1 1

1 2 3 3 4 5 5 6 7
+ + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
；（2）

1 1 1
1 2 3 3 4 5 5 6 7

− + − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

； 

（3）
1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9
+ + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
；（4）

1 1 1
2 3 4 4 5 6 6 7 8

− + − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

。 

证： ( ) ( ) ( ) ( ) 11

0 0 0

1x x xk kp p pkt x t dt t x t dt t x t d
p p

−− ′− = − = −∫ ∫ ∫
k t  

         
( )
( ) ( ) 21

0

1
1

x kpk k
t x t d

p p
−+−

= −
+ ∫ t  

          =

         
( ) ( )

!
1

k
pk x x

p p p k
=

+ +
 

令 p a nb= + ， 1x = 即可得
( )( ) ( ) ( )

1 1

0

! 1
1

ka nbk t t
a nb a nb a nb k

+ −= −
+ + + + + ∫ dt 。 



级数 ( ) ( )( ) ( )
1

0
0 0

!
1

x ka nb k a bn

n n

kt x t dt x x
a bn a bn a bn k

∞ ∞
+ − +

= =

− =
+ + + + +∑ ∑∫ 是幂级数。 

当 时，1k ≥ ( ) ( )( ) ( )
1

0
1

!
1

x ka nb

n nx

kt x t dt
a nb a nb a nb k

+ −

=

− =
+ + + + +∑ ∑∫ 显然是收敛

的，由 Abel 第二定理，幂级数∑ 在( )1

0

x ka nb

n

t x t d+ − −∫ 1t x = 处左连续，即下式成立： 

( ) ( )
11 1

0 01 0
lim 1

x ka nb a nb

x n n

t x t dt t t dt+ − + −

→ −
− = −∑ ∑∫ ∫

k
       （ 1x < ）。 

级数
( )( ) ( ) ( )

1 1

0
0 0

1 1 1
1 !

ka nb

n n

t t
a nb a nb a nb k k

∞ ∞
+ −

= =

= −
+ + + + +∑ ∑∫ dt  

               ( )1

01 0 0

1 lim
!

x ka bn

x n

t x t
k

∞
+ −

→ −
=

= −∑∫ dt  

由于级数 收敛半径为 1，所以对于
bn

n
t∑ 1x < ，求和与积分可交换顺序，即 

上式 ( ) ( )1
11

0 01 0 0

11 1lim
! !

ka
x ka bn

bx n

t t
t x t t dt dt

k k

−∞
−

→ −
=

−
= − =

−∑∫ ∫ 1 t
 

同样可得
( )

( )( ) ( )
( )1

1

0
0

1 11
1 ! 1

n ka

b
n

t t
dt

a nb a nb a nb k k t

−∞

=

− −
=

+ + + + + +∑ ∫ 。 

（1）这里 。和为1, 2, 2a b k= = =
( )2

1

20

11
2 1

t
dt

t
−
−∫ 。 

( )2
1 1

20 0

11 1 2 1 ln 2
2 1 2 1 2

t
dt dt

t t
− ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟− +⎝ ⎠∫ ∫

1
− ； 

（2）和为
( ) ( )

2
1 1

2 20 0

11 1 2 11 1
2 1 2 1 2

t tdt dt
t t

− ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫ ln 2 。 

（3） 。和为1, 3, 2a b k= = =
( )2

1

30

11
2 1

t
dt

t
−
−∫  

                                       

1 1

2 20 0

2 1
23 1 2 1 13 ln 3

2 4 1 4 32 11
23

d t
t dt

t t
t

π
⎡ ⎤⎛ ⎞+⎜ ⎟⎢ ⎥ + ⎛ ⎞⎝ ⎠⎣ ⎦= − = ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎡ ⎤⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ∫ −  

（4） 。和为2, 2, 2a b k= = =
( ) ( )

2
1 1

2 20 0

11 1 11 3
2 1 2 1 4

t t
dt t dt

t t
π

− ⎛ ⎞ 1
= − + = −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫ 。 



 
 

113．求下列函数的 Laurent 展开：（1）
( )2

1
1z z −

，在 1z = 附近展开； 

（2） 2

1
3 2z z− +

，展开区域为：(i) 1 z 2< <  ，(ii) 2 z< < ∞； 

（3）
( )

1
1z z +

，展开区域为：(i) 1 2z i< − <  ，(ii) 0 1z< < ； 

（4）
( )(
( )(

)
)

1 2
3 4

z z
z z
− −
− −

，展开区域为：(i) 3 4z< < ，(ii) 4 z< < ∞； 

（5）
2

ze
z +

，在 2z > 处展开；（6）
1

1 cos z−
，在 2z nπ= 附近展开（可只求出不为 0 的

前四项系数）。 

（1） ( ) ( )( )( ) ( ) ( )2

2
0

2 2 1 2 2 2 11 1 1 1
!

n

n

n
z z

z n

∞−

=

− − − − − − − +
= + − = −⎡ ⎤⎣ ⎦ ∑  

                
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0 0

1 1 !
1 1 1

!

n
n n

n n

n
z n

n

∞ ∞

= =

− +
1 nz= − = − + −∑ ∑    （ 1 1z − < ） 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
2

0 1

1 1 1 1 1 1 2
1

n n k 1
n k

z n z k z
z z

∞ ∞
− +

= =−

= − − + − = − + −
− ∑ ∑ k

， （0 1 1z< − < ） 

（2）(i) 1
2 1

1 1 1 1 1
3 2 2 1 2 1 / 2 1

z
z z z z z z

− 1
−= − = − −

− + − − − −
 

                  1
1

0 0 1 0

1 1 1
2 2 2

n n n
n n

n n n n

z z z z z
∞ ∞ −∞ ∞

− −
+

= = =− =

= − − = − −∑ ∑ ∑ ∑ n     （1 2z< < ） 

     (ii) ( )1 1 1
2 1 1

2

1 1 1 2 1
3 2 1 2 1

k

k

z z
z z z z

−∞
− − − −

− −
=−

= − = −
− + − − ∑ kz        （2 z< < ∞） 

（3）(i)
( ) ( ) 11 1 1 1 1 1

1 1 11 1
1

z i i zz z z z i i
z i i

−= − = − −
−+ + ++ +

− +

 

             ( ) ( )
( )

( )1
1

1 0

1
1

n
n nn

n
n n

i z i z i
i

−∞ ∞
+

+
=− =

−
= − −

+
∑ ∑ −              （1 2z i< − < ） 

(ii) 
( ) ( ) ( )1 11 1

0 1

1 1 1 1
1 1

n nn n

n n

z z z
z z z

∞ ∞
+ +− −

= =−

= − = + − = −
+ + ∑ ∑ z     （0 1z< < ） 



（4）(i)
( )( )
( )( )

1
1

1 2 6 2 3 1 11 1 2
3 4 4 3 2 1 / 4 1 3

z z
z

z z z z z
−

z−
− −

= + − = − −
− − − − − −

 

                    1

0 1

31 4 2 3
2

n n n n

n n

z
∞ −∞

− −

= =−

= − −∑ ∑ z−                   （3 4z< < ） 

     (ii) 
( )( )
( )( )

1 1
1 1

1 2 1 11 6 2
3 4 1 4 1 3

z z
z z

z z z
− −

z− −

− −
= + −

− − − −
 

                     
1

3 21 4 3
2 3

n n

n

z
−∞

− −

=−

⎛ ⎞= + ⋅ − ⋅⎜
⎝ ⎠

∑ n
⎟                  （4 z< < ∞） 

（5） ( )1 1

0

1 1 2
2 1 2 /

n n

n

z z
z z

∞
− − −

=

= = −
+ + ∑ （ 2z > ），

0

1
!

z n

n

e z
n

∞

=

=∑ （ z < ∞），两级数都

是绝对收敛的，所以可用 Cauchy 乘积计算
2

ze
z +

。 

( ) ( )1 2

0 0 0

2
2

2 ! !

n kz kn
n k k n k n

n k k n k

e z z z
z k k

−∞ ∞ ∞
− − − − −

= = = =

−
= ⋅ − =

+ ∑∑ ∑∑ 1  

     
( ) ( )2 1

2 1 2

0 2 0

2 2
! !

n k n kk
k n k n

k n k k n k
z z

k k

− −∞ ∞ ∞ −
− − − −

= = = =

− −
= +∑ ∑ ∑ ∑ 1  

     
( ) ( )1 11

0 1 0 0

2 2
! !

k m k mk
m m

k m k m
z z

k k

− − − −∞ −∞ ∞ −

= = − = =

− −
= +∑ ∑ ∑ ∑  

     
( ) ( )1 1

1 0 0 1

2 2
! !

k m k m
m m

m k m k m
z z

k k

− − − −−∞ ∞ ∞ ∞

=− = = = +

− −
= +∑ ∑ ∑ ∑               （2 z< < ∞） 

（6）
( ) 2

1 1 1
21 cos 1 cos 2 2sin
2

z nz z n ππ
= =

−− − − ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，可看出 2z nπ= 是二阶极点，且它

是关于 2z nπ− 的偶函数，故可设 ( )2

1

1 2
1 cos

n
n

n

a z n
z

π
∞

=−

= −
− ∑ 。 

( ) ( ) ( ) (2 2 )
1 1 1

1 1 cos 2 2 2n n
n n n

n n n

z a z n b z n a z nπ π π
∞ ∞ ∞

=− = =−

= − − = − ⋅ −∑ ∑ ∑ ( )
( )

2n
，其中

11
2 !

n

n n

+−
=

)2

b 。 

假设上式右边的 Cauchy 乘积收敛，则 。比较系数可得 (
1

2

0 1

1
n

n
k n k

n k

a b z nπ
∞ −

−
= =−

= −∑∑

1 11 a b−= ， ， ，1 2 0 10 a b a b−= + 1 3 0 2 1 10 a b a b a b−= + + 1 4 0 3 1 2 2 10 a b a b a b a b−= + + + ，  



解得 ，1 2a− = 0
1
6

a = ， 1
1

120
a = ， 2

1
3024

a = ，  

即 ( ) ( ) ( )2 2 4π1 1 1 12 2 2 2
1 cos 6 120 3024

z n z n z n
z

π π−= − + + − + − +
−

（0 2 2z nπ π< − < ） 

 
 

114．用级数相乘的方法求下列函数在 0z = 附近的级数展开：（1） ( ) ( )ln 1 ln 1z z− − + ； 

（2） ；（3）( )2ln 1 arctanz z+
21exp

2
az
z

⎛ ⎞
−⎜

⎝ ⎠
⎟；（4）

1sinze
z
。 

由于幂级数在 z R< （ R 是收敛半径）内都是绝对收敛的，故可计算 Cauchy 乘积。 

（1） ( ) ( ) 1

1

1
ln 1

n
n

n
z z

n

+∞

=

−
+ =∑ ， ( )

1

1ln 1 n

n
z z

n

∞

=

− = −∑ 。（ 1z < ） 

( ) ( ) ( )
( )

11

2 2 1

1
ln 1 ln 1

n kn
n n

n
n n k

z z a z
k n k

− +∞ ∞ −

= = =

−
− − + = =

−∑ ∑∑ z  

当 为奇数时，n ( )
( )

( )
( )

11 1

1 1

1 1n k kn n

n
k k

a
k n k k n k

− +− −

= =

− −
= =

− −∑ ∑ 。又有
( )
( )

( )
( )

11 1

1 1

1 1n k jn n

n
k j

a
k n k j n j

− +− −

= =

− −
= = −

− −∑ ∑ ， 

（作变换n k ）所以 ，即j− = n na = −a 0na = 。令上面的级数表达式中 只取偶数，则 n

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )1 12 1 2 1
2 2

1 1 1 1

1 11ln 1 ln 1
2 2 2

k kn n
n n

n k n k
z z z

k n k n k n k

+ +∞ − ∞ −

= = = =

11 k

z
+⎡ ⎤− −

− − + = = +
−

⎢ ⎥
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑ ∑ ∑   

作变换 ，则2n k m− =
( ) ( )1 12 1 2 1

1 1

1 1
2

k mn n

k mn k m

+ +− −

= =

− −
=

−∑ ∑ ，所以 

( ) ( ) ( ) 12 1
2

1 1

11ln 1 ln 1
kn

n

n k
z z

n k

+∞ −

= =

−
− − + = ∑ ∑ z           （ 1z < ） 

（2） ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

1 11
2 2 2 1 2 1

1 0 1 0

1 1 1
ln 1 arctan

2 1 2 1

n n nn
n n

n n n k

z z z z z
n n k n k

+ +∞ ∞ ∞ −
n+ +

= = = =

− − −
+ = ⋅ =

+ +∑ ∑ ∑∑ −
 

          
( ) ( )1 11 1

2 1 2 1

1 0 1 0 1

1 12 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2 1

n nn n
n n

n k n k k

z z
n k n k n k k

+ +∞ − ∞ − n
+ +

= = = = =

− − ⎛ ⎞⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + − + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

          
( ) ( )1 11 2

2 1 2 1

1 0 1 1 1

1 11 1 12 2
2 1 2 1 2 2 1

n nn n n
n n

n k k n k

z z
n k k n k

+ +∞ − ∞
+ +

= = = = =

− −⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ ∑   （ 1z < ） 

（3） 



( ) ( )
( )

( )
( )

2 22
2 2

0 0 0 0 0

1 1 11exp
2 2 ! 2 ! 2 ! ! 2 !

n k kn kn n
n n k

n n n n
n n n k k n k

a aa zz z z
z n n k n k k n k

∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− −

= = = = = =

− − −⎛ ⎞
− = ⋅ = =⎜ ⎟ − −⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∑ ∑∑
2

!

k
n ka

z −

令 ，则上式2n k m− =
( )
( )

2

0

1
! ! 2

k k m m

k m k

a z
k k m a

+∞ ∞

= =−

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

            
( )
( )

( )
( )

2 21

0 0 0

1 1
! ! 2 ! ! 2

k kk m m k m m

k m k k m

a z a z
k k m a k k m a

+ +∞ − ∞ ∞

= =− = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∑  

            
( )
( )

( )
( )

2 2

0 0 1

1 1
! ! 2 ! ! 2

k kk m m k m m

m k m k m

a z a z
k k m a k k m a

+ +∞ ∞ −∞ ∞

= = =− =−

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑∑ ∑ ∑  

            ( )
m

m
m

zJ a
a

∞

=−∞

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                （0 z< < ∞） 

其中 ( )

( )
( )
( )
( )

2

0

2

1
, 0,1,2,

! ! 2

1
, 1, 2,

! ! 2

k k m

k
m k k m

k m

a m
k k m

J a
a m

k k m

+∞

=

+∞

=−

⎧ − ⎛ ⎞ =⎪ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎪
= ⎨

−⎪ ⎛ ⎞ = − −⎜ ⎟⎪ + ⎝ ⎠⎩

∑

∑
。 

（4）
( )
( )

( )
( ) ( )

2 1
3 1

0 0 0 0

1 11sin
! 2 1 ! 2 1 ! !

n knn n
z n k

n n n k

zze z
z n n k n k

− −∞ ∞ ∞
− −

= = = =

− −
= ⋅ =

+ + −∑ ∑ ∑∑  

            
( )

( ) ( )
3 1

0

1
2 1 ! !

k
n k

k n k

z
k n k

∞ ∞
− −

= =

−
=

+ −∑∑  

令 ，则上式3 1n k m− − =
( )

( ) ( )( )0 2 1

1
2 1 ! 2 1 !

k
m

k m k

z
k k m

∞ ∞

= =− +

−
=

+ + +∑ ∑  

      
( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )

1

0 2 1 0 0

1 1
2 1 ! 2 1 ! 2 1 ! 2 1 !

k k
m m

k m k k m

z z
k k m k k m

∞ − ∞ ∞

= =− + = =

− −
= +

+ + + + + +∑ ∑ ∑∑  

      
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )1 0 0
2

1 1
2 1 ! 2 1 ! 2 1 ! 2 1 !

k k
m m

nm m kk

z z
k k m k k m

−∞ ∞ ∞ ∞

=− = =⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

− −
= +

+ + + + + +∑ ∑ ∑∑  （0 z< < ∞） 

 
 
115。将下列函数在 点展开（其中的多值函数均取主值分枝）： 0z =

（1） ( )2 21 ln 1z z z+ + + ；（2） 2 11 sinz z−− ；（3）( ) (1 ln 1nz z− )+ + ；（4） ( )1exp tan z−
。 

（1）令 ( ) ( )21 ln 1 2f z z z= + + + z ，可得微分方程 ( ) ( )2 1
1

zf z f z
z

′ − =
+

。 



可看出方程在 1z < 上有解析解，可设 ( )
0

n
n

n

f z a
∞

=

=∑ z ，由于在 1z < 上可逐项求导，所以

( ) 1

1

n
n

n

f z na z
∞

−

=

′ =∑ ，则
1 1 1

1 1 0

1n n n
n n n

n n n

na z na z a z z
∞ ∞ ∞

− + +

= = =

2+ − =∑ ∑ ∑ + ，即 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 0 3 1 1

3

2 3 1 2 1n
n n

n

a a a z a z n a n a z z
∞

+ −
=

+ − + + + + − = +⎡ ⎤⎣ ⎦∑  

比较系数可得 ， ，1 1a = 2 02 0a a− = 33 1a = ， 2
3

k k
ka a

k −

−
= − 4k ≥

0

（ ）。 

又有 ，所以 ，( )0 0a f= = 2 0a = 3 1/ 3a = ， 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 1

2 22 1 2 2

2 3 2 5 2 3 !!2 3 1 1
2 2 2 2 2 !

k
k k k

k k kka a a a
k k k k

−

− −

− − −−
= − = − = = − =

−
0

!
， 

（ ） 2,3,4,k =

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 1

2 1 2 1 1 2 2 1

2 2 2 4 2 2 !2 2 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1 !!

k
k k k

k k kka a a
k k k

−
+ − + − +

− − −−
= − = − = = −

+ + −
!

k +
 

（ ）。 2,3,4,k =

所以 ( ) ( ) ( )
( )

12 2

1

2 2 !!
1 ln 1 1

2 1 !!
k k

k

k 2 1z z z z z
k

∞
− +

=

−
+ + + = + −

+∑       （ 1z < ） 

（2）可得微分方程 ( ) ( )2 1
1

zf z f z
z

′ + =
−

，在 1z < 上设 ( )
0

n
n

n

f z a
∞

=

=∑ z

2z

，则 

( ) ( ) ( )2 1
1 2 0 3 2

2

2 3 2 1 1n
n n

n

a a a z a z n a n a z
∞

+
+

=

+ + + + + − − = −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ 。所以 

( )0 0 0a f= = ， 1 1a = ， ，2 0a = 3 1/ 3a = − ，
( )
( )2 2 2

2 3 !!2 3 0
2 2 !!k k

kka a a
k k−

−−
0= = = =  

（ ），2,3,4,k = ( )
( )
( )2 1 2 1 1

2 2 !2 2
2 1 2 1 !!k k

kka a
k k+ − +

−−
= = = −

+ +
!
（ 2,3,4,k = ）。 

所以
( )
( )

2 1 2

1

2 2 !!
1 sin

2 1 !!
n

k

k 1z z z z
k

∞
− +

=

−
− = −

+∑    （ 1z < ） 

（3）令 ( ) ( ) (1 ln 1n )f z z −= + + z ，则
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

0

! 1 ln 1
! !

k lk lnk

l

kf z z z
l k l

−
−

=

⎡ ⎤= + +⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦−∑ ， 



( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 !

1
1 ! 1

l
ln

n l

n l
z

n z
−

+

− + −⎡ ⎤+ =⎣ ⎦ − +
( ) ( )

，

( ) ( ) ( )
( )

11 1 11ln 1
1 1

mm
m

m

m
z

z z

−− !− −⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟+⎝ ⎠ +
1m ≥⎡ ⎤⎣ ⎦ （ ）， 

代入
( ) ( )kf z 的表达式得

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1 1

0

1 ! 1
0

1 ! !

k k
k

l

k n l
f

n l k

− −

=

!
l

− + −
=

− −∑ 。 

所以 ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1
1

1 1 0

0 11 1
! 1 ! !

k k
kk k

k k l

f n !l
f z z z

k n l k l

∞ ∞ −
−

= = =

+ −
= = −

− −∑ ∑ ∑ 1z <    （ ） 

（4）可得微分方程 ( ) ( )2

1 0
1

f z f z
z

′ − =
+

。在 1z < 上设 ( )
0

n
n

n

f z a
∞

=

=∑ z

0

，则 

( ) ( )1 0 1 1
1

1 1 n
n n n

n

a a n a a n a z
∞

+ −
=

− + + − + − =⎡ ⎤⎣ ⎦∑ 。 

( )0 0 1a f= = ， 1 0 1a a= = ， 1 2
1 2

n n n
na a a

n n− −

−
= − ， 2,3,4,n =  

若令
!
n

n
ba
n

= ，则有 ， ，0 1b = 1 1b = ( )( )1 21 2n n nb b n n b− −= − − − , 2,3,4,n = 。 

 
 

116．证明：如果级数 在区域G 的边界 上一致收敛，( )
1

k
k

u z
∞

=
∑ C ( )ku z （ ）在1,2,k = G

中解析，则此级数在G 中一致收敛。 

证：因为级数在 上一致收敛，故对任意C 0ε > ，n 充分大时对任意整数 及任意p z C∈ 有 

1 2n n n pu u u ε+ + ++ + + < 。由最大模原理，该不等式对于任意 z G∈ 都成立，即此级数在

G 中一致收敛。 

 

117．利用 Abel 第二定理证明：如果
0

k
k

u
∞

=
∑ ，

0
k

k

v
∞

=
∑ 与

0 0 0

k

k
k k l

w u
∞ ∞

l k lv −
= = =

=∑ ∑∑ 分别收敛于 ,A B

和C ，则 。 C AB=

证：令 ， ， 。 ( )
0

k
k

k

U x u x
∞

=

=∑ ( )
0

k
k

k

V x v x
∞

=

=∑ ( )
0 0 0

k
k k

k l
k k l

W x w x u v x
∞ ∞

−
= = =

= =∑ ∑∑ k l

由于 ， 在( )U x ( )V x 1x = 点收敛，所以 ( )U x ， ( )V x 在区间 1x < 上绝对收敛（阿贝尔

第一定理），因此可用 Cauchy 乘积计算 ( ) ( )U x V x⋅ ，即 



( ) ( ) ( )
0 0 0

k
l k l k

l k l k
k l k

U x V x u x v x w x W x
∞ ∞

−
−

= = =

⋅ = ⋅ = =∑∑ ∑  

由于 ， 和( )U x ( )V x ( )W x 都在 1x = 点收敛，所以他们都在 1x = 点左连续（阿贝尔第二

定理），即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 1 0

lim 1 1 lim 1
x x

U x V x U V W x W
→ − → −

⋅ = ⋅ = = ，也就是C 。 AB=

 

118．定义
( )

( )
( )
( )

2 1 2

0 0

1 1
sin ,cos

2 1 ! 2 !

k k
k k

k k

z z z z
k k

∞ ∞
+

= =

− −
= =

+∑ ∑ ，（ z < ∞） 

试利用级数乘法证明 。 ( )sin sin cos cos sina b a b a b+ = +

证：右边
( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 1 2 2 2 1

0 0 0 0

1 1 1 1
2 1 ! 2 ! 2 ! 2 1 !

k k k k
k k k

k k k k

a b a
k k k k

∞ ∞ ∞ ∞
+ +

= = = =

− − − −
= ⋅ + ⋅

+ +∑ ∑ ∑ ∑ kb  

        
( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

2 1 2 2 2 2 2 1

0 0

1 1 1 1
2 1 ! 2 2 ! 2 ! 2 2 1 !

k n k k n kn
k n k k

n k
a b a b

k n k k n k

− −∞
+ −

= =

⎡ ⎤− − − −
= +⎢ ⎥

+ − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∑ n k− +  

        
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 1 22 1 2 1

0 0

1 1
2 1 ! 2 1 2 1 ! 2 ! 2 1 2 !

n nk kn nn

n k

b ba a
k n k b k n k b

++ +∞

= =

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + − − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∑  

        
( )
( )

2 1 22 1

0 0 0

2 1 2 11
2 1 22 1 !

n k kn n n

n k k

n nb a a
k kn b

++∞

= = =

⎡ ⎤+ +− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟++ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ b

 

        
( )
( )

( )
( )

2 12 1 2 12 1

0 0 0

2 11 1
1

2 1 ! 2 1 !

n nk nn nn

n k n

nb ba a
kn b n b

++ +∞ + ∞

= = =

+− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ +  

        
( ) ( )

( ) (
2 1

0

1
sin

2 1 !

n n

n

a b
a b

n

+∞

=

− +
= =

+∑ )+ =左边 

 
 

119．计算积分 ，其中
2

n

n

z dz
γ

∞

=−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫ γ 是单位圆内任一不经过原点的简单闭合曲线。 

2
2 0

n n

n n

dz dzz dz z dz
z zγ γ γ γ

∞ ∞

=− =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫  

由于在单位圆内，
0

1
1

n

n

z
z

∞

=

=
−∑ ，这是解析函数，故有

0

0n

n

z dz
γ

∞

=

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫ 。 

若γ 包围原点，则 2dz i
zγ

π=∫ ， 2 0dz
zγ

=∫ ，所以
2

2n

n

z dz i
γ

π
∞

=−

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫ ； 



若γ 不包围原点，则 0dz
zγ
=∫ ， 2 0dz

zγ
=∫ ，所以

2

0n

n

z dz
γ

∞

=−

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫ 。 

 
 
附： 

Abel 第一定理：若幂级数 在
0

n
n

n

a z
∞

=
∑ 0 0z ≠ 处收敛，则它在圆 0z z< 内绝对收敛，并且在

任意闭圆 0z k z< （ ）内一致收敛。 0 k< <1

Abel 第二定理：若复幂级数 的收敛半径为
0

n
n

n

a z
∞

=
∑ R ，且在 z R= 处收敛，则（1）该级数

级数在以 为顶点，以[0，z R= R ]为角平分线，开度为 02θ （ π< ）的四边形角域 A（下图

所示）上一致收敛；（2） 。 
, 0 0

lim n n
n nz A z R n n

a z a R
∞ ∞

∈ →
= =

=∑ ∑

 

若实幂级数 的收敛半径为
0

n
n

n

a x
∞

=
∑ R ，并且它在 x R= 处收敛，则该级数在闭区间[0， R ]

上一致收敛，且在 x R= 处左连续。 
 



120．判断下列函数奇点的性质，如果是极点，确定其阶数：（1） 2

1
z a2+

；（2） 2

cos az
z

； 

（3） 2

cos cosaz bz
z
−

；（4） 2

sin 1z
z z

− ；（5）
1 1

1ze z
−

−
；（6）

1sin
z
；（7）

sin
z

z
； 

（8）
0

z e e d
ζ ζ

ζ
ζ

−−
∫ 。 

（1） 是一阶极点。ai±
2

2 2

1
1

tf
t a

⎛ ⎞ =⎜ ⎟ +⎝ ⎠ t
，0 不是 ( )1/f t 的奇点，故∞不是 ( )f z 的奇点。 

（2）0 是二阶极点；

2 4 2 4
2 21 1 11

2! 4! 2! 4!
a a a af t t t

t t t
−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −+ = − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

" "2

)

 

0 是 (1/f t 的本性奇点，所以∞是 ( )f z 的本性奇点。 

（3） ( ) 2 2 2 4 4 2 2 4 41 1 1 11 1
2! 4! 2! 4!

f z z a z a z b z b z− ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛= − + − + − − + − +⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦
" "⎞

⎟
⎠

 

          ( ) ( )2 2 4 4 21 1
2! 4!

a b a b z= − − + − − +"  

所以 0 是 ( )f z 的可去奇点。 ( ) ( ) ( )2 2 4 4 21 11/
2! 4!

f t a b a b t−= − − + − − +"，∞是 ( )f z

的本性奇点。 

（4） ( ) 2 3 5 1 31 1 1 1
3! 5! 3! 5!

f z z z z z z z z− −⎛ ⎞= − + − + − = − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "，0 是可去奇点。 

1 31 1 1
3! 5!

f t t
t

− −⎛ ⎞ = − + −+⎜ ⎟
⎝ ⎠

"，∞是 ( )f z 的本性奇点。 

（5） ( ) ( )
( )2

20 0 0

1 1 21 1lim lim lim
21

z

zz z z

z z zz ef z
zz e→ → →

+ − + + +− +
= =

−

"
= − ，所以 0 是可去奇点。 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

2 2 2

2 1 1 2 1
lim 2 lim lim 1

11

z z

z zzz n i z n i z n i

z n i z e z e z n i e
z n i f z

e zez eπ π π

π π
π

→ → →

− − + − + + − −
− = =

− +−

z

=

所以2n iπ （ ）是一阶奇点。由于1, 2,n = ± ± " 2n iπ →∞，所以在∞点的任一邻域内有无

穷个奇点，即 是非孤立奇点。 ∞

（6） ( ) 1 3 51 1
3! 5!

f z z z z− − −= − + − +"，所以 0 是本性奇点。 

( ) 3 51 11/
3! 5!

f t t t t= − + − +"，所以∞点是可去奇点。 

（7） ，所以 0 是可去奇点。 ( )
0

lim 1
z

f z
→

=

s1zixin
附注
第五章 



( ) ( ) ( )
( )

( )
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
2 2 2 22lim lim lim 1 2

sin cos
2

n

z n z n z n

z n
zz n z zz n f z n

z z
z

π π π

π
π

π π
→ → →

−
+−

− = = = −  

所以
2 2n π （ ）是一阶极点。由于 ，所以1, 2,3,n = " 2 2n π →∞ ∞点的任意邻域包含无穷

个奇点，即 点为非孤立奇点。∞  

（8） ( ) ( ) / 21 / 2
2

0 0
0 0

1
! !

n nnz z

n n

e ef z d d
n n

ζ ζ ζζζ ζ ζ
ζ

− ∞ ∞−

= =

⎛ ⎞−−
= = −⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

          

∫ ∫

( ) ( )( )
1

0
0 0

2 2
2 1 ! 1 2 1

k kz

k k
d

k k
ζ ζζ

+∞ ∞

= =

= =
+ +∑ ∑∫  

!k +

( )
( )

( ) ( )
1

0

1/ 2
1 2 1 !

k

k

tf t
k k

− +∞

=

=
+ +∑ ，即∞点为本性奇点。 

( ) ( ) ( )z z−= + −
0

2 2
z

f z e e d e eζ ζ ζ−= −∫ ，即除2 ∞点外无其他奇点。 

 
 

21．求下列函数在指定点1 0z 的留数：（1）
2

1

ze
z −

， 0 1z = ；（2）
( )

2

21

ze
z −

， ； 

（3

0 1z =

2

）
1 cos

z
z

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

；（4， 0 0z = ）

2

4 1
z

z −
， 0z i= ；（5） 2

1
sinz z

， 0 0z = ；（6） 4

1 ze
z
+

， 0 0z = ；

（7）
( )22 1

ze

z −
， ；（8）0 1z =

1
ch z

，

2

0
2n 1

2
z π+⎛ ⎞ 0,1, 2,n= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， = "。 

（ ）1 ( ) ( ) ( )
1

res 1 lim 1
z

f z f z
→

= − = e 。 

（2） ( ) ( ) ( )2

1
res 1 lim 1 2

z

df z f z e
dz→

⎡ ⎤= −⎣ ⎦ 。 

（ ）

=

2 4 6 2 2 41 1 1 1 1 11 cos 1 1 1
2! 4! 6! 2 12 360

z z z z z z z⎛ ⎞ ⎛− = − − + − + − = − + −+⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

" "⎞
⎟
⎠
， 3

( )
2 2

2 2 4 2 2 41 1 1 14 1 4 1 2
1 cos 12 360 12 360

z 4z z z z z z O z
z

−
− − ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −+ = + − +− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

" "  

          2 22 14
3 45

z z−= + − +"  

所以 (res 0f ) 0= 。 



( ) ( )( )( )( )
2

1 1
zf z

z i z i z z
=

+ − + −
， 是一阶极点。i ( ) ( ) ( ) 1res lim

4z i
f i z i f z

→
i= − = −（4） 。 

（5）显然 0 是三阶极点。 ( ) ( ) ( )22
3

2 30 0

1 cos sin 21 1res 0 lim lim
2 2 sinz z

z zdf z f z
dz z→ →

+ −
= =  

z

           
21 3sin

20 0

2 sin cos 1 1 2 1lim lim
2 3sin cos 2 cos 3sin 6z z

z z z z z
z z z z→ →

− ⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

（6） ( ) ( )
3

4
30 0

1 1res 0 lim lim
3! 6 6

z

z z

df z f z
dz→ →

= =
1e = 。 

（7） ( ) ( ) ( )2

1
res 1 lim 1 0

z

df z f
dz→

= − z = 。 

（8） ( )
2

2 2

2 1
2

2 1 2 1res lim
2 2nz

n nf z f
π

π π
+⎛ ⎞→−⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 z

          ( ) ( )
2 2

2

2 1 2 1
2 2

2 12
2 4lim lim 1 2 1n

z z z zn nz z

nz
z n

e e e eπ π

π
π

− −+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞→− →−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤+⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦= = =
+ −

 − +

 

22．求下列函数在奇点处的留数：（1）

 

3 5

1
z z−

；（2）
( ) 12

1

1
m

z
+

+
；（3）

1 cos
z

z−
1 ； 

（4）
sh

z
z
；（5）

1
1 ze − ；（6）

1cos
z
；（7）

( )
1
1 lnz z−

； 

（8）
( ) ( )2

1 1 1 11
1 1 1 nz z z z

⎡ ⎤
+ + + +⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦
" 。 

（1）
)( ) ( )(3

1
1 1

f z
z z z

=
+ −

，0 是三阶极点，± 1 是一阶极点。 ( )
5

21/
1

tf t
t

=
−

， 点

是可去奇点。

∞

( ) ( )
2

3
20

1res 0 lim 1
2 z

df z f
dz→

= = ，z ( ) ( ) ( )
1

1res 1 lim 1
2z

f z f z
→

= − = ， 

( ) ( ) ( )
1

1res 1 lim 1
2z

f z f z
→−

− = + = 。 

（2） 是 阶极点， 点是可去奇点。 i± 1m + ∞



( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )1 2

1 1 2 21 1 1res lim lim
! !

mm

m mmz i z i

m m mdf i
m dz mz i z i+ +→ →

− + +
= =

+ +

"
1  

        
( )

( ) ( )
( )

( )
( )2 2 1 2 2 1

1 2 ! 2 !1
! 2 ! 2

m

m m

m m
i

m i m+ +

−
= = −  

( ) ( )
( )2 2 1

2 !
res

! 2 m

m
f i i

m +
− =  

（3）可看出 0 是一阶极点，2nπ （ 1, 2,n = ± ± "）是二阶极点，∞点是非孤立奇点。 

( )
2 2

0 0 2
res 0 lim lim 2

1 cos 2sin
2

z z

z zf zz→ →
= =

−
= 。 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 41 1 11 cos 1 cos 2 2 1 2 2
2 12 360

z z n z n z n z nπ π π π⎡ ⎤− = − − = − − − + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
"  

( ) ( ) ( )1 1
2 1 cos 2 2 1 cos 2

1 cos
z z n z n n z n

z
π π π π

− −
= − − − + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦−

 

        ( ) ( ) ( )1 212 2 1 2 2
12

z n z n O z nπ π− ⎡ ⎤= − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
4π  

             ( ) ( ) (2 214 2 1 2 2
12

n z n z n O z nπ π π π− ⎡ ⎤+ − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
)4

 

        ( ) ( ) ( )2 1 14 2 2 2 2
3 6

nn z n z n z nππ π π π− −= − + − + + − +"  

即 。 ( )res 2 2f nπ =

（4） ( ) 2
z z

zf z
e e−

=
−

，奇点是
2 2k π− （ 0, 1, 2,k = ± ± "）， ∞  点是非孤立奇点。

( )
0 0

2lim lim 1
z zz z

f z
e e−→ →

= =
+

，所以 0 是可去奇点， ( )res 0 0f = 。 0k ≠ 时， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 2 2
12 2 2 2

2 4 2
res lim lim 1 2k

z z z zz k z k

z k z z z k
f k k

e e e eπ π

π π
π π+

− −→− →−

+ + +
− = = = −

− +
。 

（5） ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

1 2 31 1 1 1 1 1 11 1 1 1
1 2! 1 3! 1 2 3!

f z z z z
z z z

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + + = − − + − − − +−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
" "1   

即 。由于( )res 1 1f = − ( )f z 只有两个孤立奇点1,∞，所以 ( ) (res res 1 1f f )∞ = − = 。 



（6） ( )
2 4

1 21 1 1 1 1 11 1
2! 4! 2 24

f z z z
z z

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − + − + = − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
" "  

即 ( ) 1res 0
2

f = − 。 ( ) ( ) 1res res 0
2

f f∞ = − = 。 

（7）若规定
1

ln 0
z

z
=
=  ，则 1 是二阶极点。此时 

( ) ( ) ( )
( )

2
21 1 1

ln 1 1 1res 1 lim 1 lim lim
ln 2 2lnz z z

d z z zf z f z
dz zz z→ → →

− +
= − = =

+
= 。 

若规定
1

ln 2
z

z k iπ
=
= （ ），则 1 是一阶极点。此时 1, 2,k = ± ± "

( ) ( ) ( )
1 1

1 1res 1 lim 1 lim
ln 2z z

f z f z
z k iπ→ →

= − = = 。 

（8） ( ) ( )
0

res 0 lim 1
z

f zf z n
→

= = + 。 

( ) ( ) ( ) ( )
1

11

1res 1 lim 1
1 !

n
n

nz

df z f z
n dz

−

−→−
⎡ ⎤− = +⎣ ⎦−

 

         
( ) ( ) ( ) ( )

1
1

11

1 1lim 1 1 1 1
1 !

n
n n

nz

d z z z
n dz z

−
−

−→−

⎧ ⎫⎡ ⎤= + + + + +⎨ ⎬+ +⎣ ⎦− ⎩ ⎭
"  

         
( ) ( )

1
1

1 111

1 1lim 1
1 !

n
n n

nnz

d z a z a z n
n dz z

−
−

−−→−

⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥− ⎣ ⎦
" + +  

         
( )

1
1 2

1 111

1 1lim
1 !

n
n n

nnz

d nz a z a
n dz

−
− −

−−→− z
+⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟− ⎝ ⎠

" +  

         
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1

1 11 lim 1 ! 0 0 1
1 !

n

nz

n
n n

n z

−

→−

⎡ ⎤− −
= − + + + + +⎢ ⎥

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
"

!
 

          n= −

( ) ( ) ( )res res 0 res 1 1f f f∞ = − − − = − 。 

 
 

123．指出下列函数在 点的性质，并求其留数：（1）∞
1
z
；（2）

cos z
z

；（3）
cos

z
z
； 

（4）
2 1

z

z
e
+

；（5） 2
1
ze

−
；（6） ( ) ( )1 2z z− − 。 

（1） ( )1/f t = t ，所以 是可去奇点。∞ ∞点的留数等于 ( )1/f t− 在 0t = 点邻域内幂级数

展开中 t的系数，即 。 ( )res 1f ∞ = −



（2） ( ) 1 3
2 4

1 1 1 1 1 1 11/ cos 1
2! 4! 2 24

f t t t t t t
t t t

− −⎛ ⎞= = − + − + = − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

" "， 

即 是本性奇点， 。 ∞ ( )res 1f ∞ = −

（3）易知
1
2

z k π⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

是奇点，由于
1
2

k π⎛ ⎞+ →∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以∞是非孤立奇点。 

（4） ( ) 1 2 1 2 1 2
2

1 1 11/ 1 1 1
2 2

tf t e t t t t t
t

−− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − + − + + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

" "  

            1 231
2

t t− −= − + +"  

即 是本性奇点， 。 ∞ ( )res 0f ∞ =

（5） ( ) 2

1/ tf t e−= ， 点为可去奇点，∞ ( )res 0f ∞ = 。 

（6） ( ) ( )( )1 1 2
1/

t t
f t

t
− −

= ，0 为 ( )1/f t 的一阶极点，故∞点为 ( )f z 的一阶极点。 

1 和 1/2 是 (1/ )f t 的分枝点。规定 ( ) ( )0 0
arg 1 2 ,arg 1/ 2 2

t t
t n t mπ π

= =
− = − = ，则 

( )( )
( )

( )
( ) ( )

0
0

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 21

k k n k
kt

t

tt k
t=

=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − − + = − − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−

" " k  

( )( )
( )

( )
( ) ( )

0
0

1 1 1 1 2 1 1 11 2 2 1 1 1 2 1
2 2 2 2 2 21 2

k k m k
kt

t

tt k
t=

=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛− = − − − + = − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝−

" "

( ) ( )

1k ⎞+ ⎟
⎠

1 2 3 2 31 1 1 1 11/ 1 1 1
2 8 16 2 2

n mf t t t t t t t t+ − ⎛ ⎞⎛ ⎞= − − − − + − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

" "  

       ( ) 1 23 1 71
2 8 16

n m t t t+ −⎛ ⎞= − − − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"  

即 ( ) ( ) 1res 1
8

n mf +∞ = − 。 

 
 

124．设 ( )f z 在 的邻域内展开为z = ∞ ( ) 1 2
0 2

C Cf z C
z z

= + + +"，试求 ( )2f z 在 处

的留数。 

z = ∞

( ) 1 21 2
0

0 0

1 C Cf z C z z
C C

− −⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
"  



( ) ( )
2

2 2 1 2 2 1 21 2 1 2
0 0

0 0 0 0

1 1 2C C C Cf z C z z C z z O z
C C C C

− − − − −⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + = + + + +⎢ ⎥ ⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣
" " 2 ⎤

⎥
⎦

2

 

       ( )2 1
0 0 12C C C z O z− −= + +

( )f z 在 点的留数等于∞ ( )f z− 在 z = ∞点邻域内幂级数展开中
1z− 的系数，即 。 0 12C C−

 
 

125．证明：若除有限个奇点外， ( )f z 在扩充 平面上解析，则函数z ( )f z 的留数和为 0。 

证：设 kz （ ）是1, 2,k n= " ( )f z 的有限奇点， 是包围kC kz 的逆时针闭曲线（不包围其

它奇点），C 为顺时针包围所有有限奇点的闭曲线。 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1res res
2 2 k

n n

kC C
k k

f f z dz f z dz f z
i iπ π= =

∞ = = − = −∑ ∑∫ ∫v v  

所以 。 ( ) ( )
1

res res 0
n

k
k

f f z
=

∞ + =∑

 
 

126． ( )f z 为偶函数， 是他的孤立奇点，证明0z = ( )res 0 0f = 。 

因为 ( )f z 为偶函数，所以 ( )f z 在 0z = 附近的幂级数展开式中无奇数项，当然也没有
1z−

项，因此 ( )res 0 0f = 。 

 
 

127． ( )f z 和 分别以 为其 阶和 阶零点，问下列函数在( )g z 0z = m n 0z = 处的性质如何？ 

（1） ( ) ( )f z g z+ ；（2） ( ) ( )f z g z⋅ ；（3）
( )
( )

f z
g z

；（4） ( )f g z⎡ ⎤⎣ ⎦。 

设 ( ) ( )mf z z zϕ= ， ( ) ( )ng z z z= Ψ 。其中 ( )zϕ 和 ( )zΨ 都在 0z = 的某邻域内解析，且

( )0 0ϕ ≠ ， 。 ( )0Ψ ≠ 0

（1）设 ，则m n< ( ) ( ) ( ) ( )m n mf z g z z z z zϕ −⎡ ⎤+ = + Ψ⎣ ⎦，由于 ( ) n m ( )z zϕ −+ Ψ z 是不以

为零点，在0z = 0z = 的某邻域内的解析函数，所以 0z = 是 ( ) ( )f z g z+ 的 阶零点。 m

当 时， 是m n≠ 0z = ( ) ( )f z g z+ 的 { }min ,m n 阶零点。 



若 ，则m n= ( ) ( ) ( ) ( )mf z g z z z zϕ+ = +Ψ⎡ ⎤⎦⎣ 0，z = 有可能是 ( ) ( )z zϕ +Ψ 的零点，所

以 是0z = ( ) ( )f z g z+ 的 阶零点（ ）。 k k m n≥ =

（2） ( ) ( ) ( ) ( )m nf z g z z z zϕ+⋅ = ⋅Ψ ，所以 0z = 是 ( ) ( )f z g z⋅ 的m n+ 阶零点。 

（3）若 ，则m n> ( )
( )

( )
( )

m nf z z
z

g z z
ϕ−=
Ψ

，由于 0 不是 ( )zΨ 的零点，所以
( )
( )
z
z

ϕ
Ψ

在 的

某邻域内解析，即 是

0z =

0z = ( )
( )

f z
g z

的m n− 阶零点。 

若 ，则m n< ( )
( )

( )
( )

1
n m

f z z
g z z z

ϕ
−=

Ψ
，即 0z = 是

( )
( )

f z
g z

的n m− 阶极点。 

若 ，则m n= ( )
( )

( )
( )

f z z
g z z

ϕ
=
Ψ

， 是0z = ( )
( )

f z
g z

的可去奇点。 

（4） ( ) ( ) ( )mn m nf g z z z z zϕ ⎡ ⎤= Ψ Ψ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦， 0z = 不是 ( ) ( )m nz z zϕ ⎡ ⎤Ψ Ψ⎣ ⎦的零点，且他在

的某邻域内解析，所以 是0z = 0z = ( )f g z⎡ ⎤⎣ ⎦的 阶零点。 mn

 
 

128． ( )f z 和 分别以 为其 阶和 阶极点，问下列函数在( )g z 0z = m n 0z = 处的性质如何？ 

（1） ( ) ( )f z g z+ ；（2） ( ) ( )f z g z⋅ ；（3）
( )
( )

f z
g z

；（4）
( )
1f

g z
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

。 

设 ( ) ( )
m

z
f z

z
ϕ

= ， ( ) ( )
n

z
g z

z
Ψ

= 。其中 ( )zϕ 和 ( )zΨ 都在 0z = 的某邻域内解析，且

( )0 0ϕ ≠ ， 。 ( )0Ψ ≠ 0

（1）若 ，则m n< ( ) ( ) ( ) ( )n m

n

z z
f z g z

z
ϕ− +Ψ

+ =
z

， ( ) ( )n mz zϕ− +Ψ z 是不以 为

零点，在 的某邻域内的解析函数，所以

0z =

0z = 0z = 是 ( ) ( )f z g z+ 的 阶极点。 n

若 ， 是m n≠ 0z = ( ) ( )f z g z+ 的 { }max ,m n 阶极点。 

若 ，m n= ( ) ( ) ( ) ( )
n

z z
f z g z

z
ϕ +Ψ

+ = ， 0z = 有可能是 ( ) ( )z zϕ +Ψ 的零点，所以 0z =



是 ( ) ( )f z g z+ 的 k 阶极点（ ）。 k m n≤ =

（2） ( ) ( ) ( ) ( )
m n

z z
f z g z

z
ϕ

+

Ψ
， 0z = 是 ( ) ( )f z g z⋅ 的m n+ 阶极点。 ⋅ =

（3）若 ，m n< ( )
( )

( )
( )

n mf z z
z

g z z
ϕ−=
Ψ

， 0z = 是
( )
( )

f z
g z

的n m− 阶零点； 

若 ，m n> ( )
( )

( )
( )

1
m n

f z z
g z z z

ϕ
−=
Ψ

， 0z = 是
( )
( )

f z
g z

的m n− 阶极点； 

若 ，m n= ( )
( )

( )
( )

f z z
g z z

ϕ
=
Ψ

， 是0z = ( )
( )

f z
g z

的可去奇点。 

（4）
( ) ( ) ( )1 1 n

m
mn

zf z
g z z z

ϕ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥Ψ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
Ψ ， 0z = 是

( )
1f

g z
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

的mn 阶极点。 

 
 

129．讨论 ( ) ( )
( ) ( )ln

f z dF z f z
f z dz
′

= = 在 z a= 点的性质，若 点是a ( )f z 的：（1）m 阶零

点；（2）m 阶极点。如果 z a= 是 ( )F z 的孤立奇点的话，则求出函数 ( )F z 在该点的留数。 

（1）设 ( ) ( ) ( )mf z z a zϕ= − ，其中 ( )zϕ 在 z a= 的某邻域内解析，且 ( ) 0aϕ ≠ 。

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1ln ln
zdF z m z a z m z a

dz z a z
ϕ

ϕ
ϕ

⎡ ⎤′
= − + = + −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ − ⎣ ⎦

。 

由于 z a= 不是 ( )zϕ 的零点，所以 ( ) ( )
( )

z
m z a

z
ϕ
ϕ
′

+ − 在 z a= 的某邻域内解析，且 z a= 不

是它的零点，所以 z a= 是 的一阶极点，( )F z ( ) ( ) ( )res lim
z a

F a z a F z
→

m= − = 。 

（2）设 ( ) ( )
( )m

z
f z

z a
ϕ

=
−

，则 ( ) ( ) ( )
( )

1 z
F z m z a

z a z
ϕ
ϕ

⎡ ⎤′
= − + −⎢ ⎥− ⎣ ⎦

， z a= 是 的一阶

极点，

( )F z

( ) ( ) ( )res lim
z a

F a z a F z
→

= − = −m。 

 
 

130．设 ( )zϕ 在 z a= 点解析，且 ( ) 0aϕ ≠ 。若（1）a是 ( )f z 的 阶零点，（2）a是n ( )f z



的 阶极点，试求函数n ( ) ( ) ( )
( )

f z
F z z

f z
ϕ

′
= 在 z a= 点的留数。 

（1）由上题结论， z a= 是
( )
( )

f z
f z
′

的一阶极点，留数为n。因为 ( )zϕ 在 z a= 点解析，且

( ) 0aϕ ≠ ，所以 z a= 是 的一阶极点， ( )F z

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )res lim lim lim
z a z a z a

f z f z
F a z a z z z a n

f z f z
ϕ ϕ

→ → →

′ ′
= − = ⋅ − = aϕ 。 

（2） 。 ( ) ( )res F a n aϕ= −

 
 

131．设 是区域G 内的任意一条简单闭曲线，a为 包围区域内一点。若函数C C ( )f z 在G

内解析，且 ( ) 0f a = ， ( ) 0f a′ ≠ ，此外， ( )f z 在 G 中无其它零点。试证：

( )
( )

1
2 C

zf z
a d

i f zπ
′

= ∫v z 。 

证：可知a为 ( )f z 的一阶零点。若 0a ≠ ，由上题结论，
( )
( )

zf z
f z
′

在 z a= 点留数为 ，因

为

a

( )f z 在G 中无其它零点，则
( )
( )

zf z
f z
′

无其他奇点，所以
( )
( )

1
2 C

zf z
dz a

i f zπ
′

=∫v ， 

若 ，则 是0a = 0z a= =
( )
( )

zf z
f z
′

的可去奇点，即
( )
( )

zf z
f z
′

在 包围区域内解析，故有 C

( )
( )

1 0
2 C

zf z
dz a

i f zπ
′

= =∫v 。 

 
 

132．若 是0z = ( )f z 的 阶零点，试求下列函数在n 0z = 处的留数：（1）
( )
( )

f z
f z
′′
′

； 

（2）
( )
( )

f z
f z
′′

。 

设 ( ) ( )nf z z zϕ= ，其中 ( )zϕ 在 0z = 的某邻域内解析，且 ( )0 0ϕ ≠ 。 



（1） ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1

1

1 2n n n

n n

f z n n z z nz z z z
F z

f z nz z z z
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −

−

′′ ′ ′′− + +
= =

′ ′+
 

          
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

21 21 n n z nz z z z
z n z z z

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

′ ′′− + +
= ⋅

′+
 

可判断 是其一阶极点，有0z = ( ) ( )
0

res 0 lim 1
z

F zF z n
→

= = − 。 

（2） ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 11 2n n n

n

f z n n z z nz z z z
F z

f z z z
ϕ ϕ ϕ

ϕ

− −′′ ′ ′′− + +
= =  

          
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

2

1 21 n n z nz z z z
z z

ϕ ϕ ϕ
ϕ

′ ′′− + +
=  

0z = 是其二阶极点。 ( ) ( ) ( )
( )

2

0

0
res 0 lim 2

0z

dF z F z n
dz

ϕ
ϕ→

′
⎡ ⎤= =⎣ ⎦ 。 

可设 ，则( ) 2
0 1 2z a a z a zϕ = + + +" ( ) 1 2

0 1 2
n n nf z a z a z a z+ += + + +"  

( ) ( ) ( )0
10 0
!

na f
n

ϕ = = ， ( ) ( )
( ) ( )1

1
10 0

1 !
na f

n
ϕ +′ = =

+
， ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 02res 0
1 0

n

n

fnF
n f

+

=
+

。 

 
 

133．求下列各种条件下函数 ( ) ( )
( )

f z
F z

g z
= 在奇点 0z 处的留数： 

（1） 0z 是 ( )f z 的 阶零点，是m ( )g z 的 1m + 阶零点； 

（2） 0z 是 的二阶零点，但( )g z ( )0 0f z ≠ ； 

（3） 0z 是 ( )f z 的一阶零点，是 ( )g z 的三阶零点； 

（4） 0z 是 ( )f z 的一阶极点，是 ( )g z 的一阶零点； 

（1）设 ，其中( ) ( ) ( ) 1
0 0 1 0

m mf z a z z a z z += − + − +"
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
0 0

0 1, ,
! 1

m mf z f z
a a

m m

+

= =
+

"
!

 

( ) ( ) ( )1 2
0 0 1 0

m mg z b z z b z z+ += − + − +"，其中

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 2
0 0

0 1, ,
1 ! 2 !

m mg z g z
b b

m m

+ +

= =
+ +

"  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0 0

1
0 0 1 0

0 0 1
0 0 1 0

res lim lim
m m

m mz z z z

a z z a z z
F z z z F z

b z z b z z

+

+→ →

− + − +
= − =

− + − +

"
"

 



         
( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )0

0 1 0 00
1

0 1 0 0 0

lim 1
m

mz z

a a z z f za m
b b z z b g z+→

+ − +
= = = +

+ − +
"
"

。 

（2）设 ，则( ) ( ) ( )2
0g z z z z= − Ψ ( ) ( )0 0

1
2

z g z′′Ψ = ， ( ) (0 0
1
6

z g z′ ′′′Ψ = )。 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )0

2 0 0 0 0 0
0 0 22

0 0 0 0

2res lim 2
3z z

0f z f z z f z f z g zdF z z z F z
dz z z g z g z→

′ ′ ′ ′′′Ψ⎡ ⎤= − = − = −⎣ ⎦ ′′Ψ Ψ ′′⎡ ⎤⎣ ⎦
。 

（3）设 ( ) ( ) ( )0f z z z zϕ= − ，则 ( ) ( )0 0z f zϕ ′= ， ( ) ( )0 0
1
2

z f zϕ′ ′′= 。 

( ) ( ) ( )3
0g z z z z= − Ψ ，则 ( ) ( )0 0

1
6

z g z′′′Ψ = ， ( ) ( ) ( )4
0 0

1
24

z g′Ψ = z 。 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )0

4
2 0 0 0 0 0

0 0 22
0 0 0 0

3res lim 3
2z z

z z z f z f z g zdF z z z F z
dz z z g z g z

ϕ ϕ
→

′ ′ ′′ ′Ψ⎡ ⎤= − = − = −⎣ ⎦ ′′′Ψ Ψ ′′′⎡ ⎤⎣ ⎦

0
。 

（4）设 ( ) ( )
0

z
f z

z z
ϕ

=
−

，则 ( ) ( ) ( )
0

0 0lim
z z

z z z f zϕ
→

= −⎡ ⎤⎣ ⎦， ( ) ( ) (
0

0 0lim
z z

dz z z
dz

ϕ
→

′ = − )f z⎡ ⎤⎣ ⎦。 

( ) ( ) ( )0g z z z z= − Ψ ，则 ( ) ( )0 0z g z′Ψ = ， ( ) ( )0 0
1
2

z g z′ ′′Ψ = 。 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )0

2 0 0 0 0 0
0 0 22

0 0 0 0

1res lim
2z z

0z z z z z g zdF z z z F z
dz z z g z g z

ϕ ϕ ϕ ϕ
→

′ ′ ′ ′′Ψ⎡ ⎤= − = − = −⎣ ⎦ ′Ψ Ψ ′⎡ ⎤⎣ ⎦
。 

 
 

134．若函数 ( )f z 与 在闭区域( )g z G 中解析， ( )g z 在 内有有限个一阶零点

，而

G

1 2, , , na a a" ( )0g ≠ 0，试计算积分
( )
( )

1
2 C

f z
dz

i zg zπ ∫v ，其中 是G 的边界，且 在

内。 

C 0z =

G

令 ( ) ( )
( )

f z
F z

zg z
= ，则 ( ) ( )

( )
( )
( )0

0
res 0 lim

0z

f z f
F

g z g→
= = ， 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )
( )

( )
( )0 0

res lim limk k
k z z

k k k

k

z a f z f z f a
F a

g z g azg z a g az
z a

→ →

−
= = =

− ′
−

，（ 1, 2,k n= " ） 

所以
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 2

1 1 2 2

01
2 0

n

C
n n

f z f f a f a f a
dz

i zg z g a g a a g a a g aπ
= + + + +

′ ′ ′∫ "v 。 

 
 
135．计算下列积分值： 



（1） 41C

dz
z+∫v ， 为C 1 2z − = 或 1 1z − = ； 

（2） 2

sin
4
1C

z

dz
z

π

−∫v ，C 为：(i) 
1
2

z = ，(ii) 1 1z − = ，(iii) 3z = ； 

（3） 3

2

2 1izz R

z dz
e π= −∫v ， ，n为正整数； 3 1n R n< < +

（4） tan
z n

zdzπ
=∫v ， 为正整数； n

（5） ( )3 102

1
2z

dz
z z= −∫v ；（6） 31

z

z

e dz
z=∫v ；（7）

2
1

2
z

z
e dz

=∫v ； 

（8）
sh

z

z R

e dz
mz=∫v ，

1n nR
m m
π π+
< < ， 均为正整数。 ,m n

（1）被积函数有四个一阶极点： 4
i

e
π

±
，

3
4

i
e

π
±

。 

( ) ( ) ( ) ( )
/ 4

/ 4 /4 1res lim 1
4 2i

i i

z e
f e z e f z

π

π π

→
= − = − i+ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
/ 4

/ 4 /4 1res lim 1
4 2i

i i

z e
f e z e f z

π

π π
−

− −

→
= − = − i+ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
3 / 4

3 / 4 3 / 4 1res lim 1
4 2i

i i

z e
f e z e f z

π

π π

→
= − = i− ， 

( ) ( ) ( ) ( )
3 / 4

3 / 4 3 / 4 1res lim 1
4 2i

i i

z e
f e z e f z

π

π π
−

− −

→
= − = i+ 。 

若 为C 1 2z − = ，则 包围四个极点， C

原积分 ( ) ( ) ( ) ( )/ 4 / 4 3 / 4 3 / 42 res res res res 0i i i ii f e f e f e f eπ π π ππ − −⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ = 。 

若 为C 1 1z − = ，则C 包围两个极点 4
i

e
π

±
， 

原积分 ( ) ( )/ 4 / 42 res res
2

i i ii f e f eπ π ππ −⎡ ⎤= +⎣ ⎦ = − 。 

（2） ( )
1

sin 14res 1 lim
1 2 2z

z

f
z

π

→
= =

+
， ( )

1

sin 14res 1 lim
1 2 2z

z

f
z

π

→
− = =

−
。 

(i) 不包围两个极点 ，所以原积分=0。 C 1±



(ii) 包围 1，原积分C ( )2 res 1
2

i f iππ= ⋅ = 。 

(iii) 包围 1，原积分C ± ( ) ( )2 res 1 res 1 2i f f iπ π= + − =⎡ ⎤⎣ ⎦ 。 

（3）被积函数具有一阶极点 0， 3 k± ， 3 3
i

ke
π

±
，

2
3 3

i
ke

π
±

。（ 1, 2,k = "） 

( ) 3

3

20

1res 0 lim
21izz

zf
ie π π→

= =
−

， 

( ) ( ) ( )
3 33 3

2 23 3
3

2 2 2

2 1res lim lim
61 6iz izz k z k

z k z z z z k
f k

ie iz eπ π ππ→± →±

+
± = = =

−

∓ ∓
， 

3 3 1res
6

i
f ke

i

π

π
±⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

2
3 3 1res

6
i

f ke
i

π

π
±⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

z R= （ 3 3 1n R n< < + ）包围 0， 3 k± ， 3 3
i

ke
π

±
，

2
3 3

i
ke

π
±

。（ 1, 2, , 1,k n n= −" ）

共 个奇点。原积分6n +1 1 12 6 2
6 2

i n n
i i

π
π π

⎛ ⎞= ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1+ 。 

（4）被积函数有一阶极点
1
2

k + （ 0, 1, 2,k = ± ± "）。 

1 1
2 2

1 1sin sin cos
1 12 2res lim lim
2 cos sinz k z k

z k z z z k
f k

z z

π π π π

π π π π→ + → +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ = = = −⎜ ⎟ −⎝ ⎠
。 

z n= 包围
1
2

k + （ ）共 个奇点。 ( ), 1 , ,0,1, ,k n n n= − − − −" " 1 2n

原积分
12 2 4i n niπ
π

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⋅ − = −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
。 

（5）被积函数 ( )f z 有三阶极点 0，一阶极点 10 2± ， 10 52
ki

e
π

±
，（ 1, 2,3, 4k = ） 

( )
13

101/
1 2

tf t
t

=
−

，可看出 点为解析点，即∞ ∞点留数为 0，所以所有有限奇点留数之和为

0，而 2z = 包围所有有限奇点，所以原积分=0。 

（6） ( )
2

20

1 1res 0 lim
2 2

z

z

df e
dz→

= = ，原积分
12
2

i iπ π= ⋅ = 。 

（7） ( ) 2 411
2

f z z z− −= + + +"，所以 ( )res 0 0f = ，原积分=0。 



（8）被积函数有一阶极点
ki
m
π （ 0, 1, 2,k = ± ± "）。 

( ) ( )1
res lim

sh

kz ki
m

z ik m

z i k m ekf i e
m mz m

π

π

π
π

→

− −⎛ ⎞ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

原积分 ( )
2 1cos2 2 22 res 1

cos
2

k
n n i nm

k n k n

n
k i i mi f i e
m m m

m

π ππ ππ π π=− =−

+
⎛ ⎞⎛ ⎞= = − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ 。 

 
 

136．计算积分 2

cot
nC

zdz
z
π

∫v ，其中 是以nC 2 1 2 1,
2 2

n n+ +⎛ ⎞± ±⎜
⎝ ⎠

⎟为顶点的正方形。令

，就得到级数n→∞ 2
1

1
m m

∞

=
∑ 之和。若把被积函数换成 2

csc z
z
π

，又能得到什么结果？ 

 

被积函数 ( ) 2

cot zf z
z
π

= 三阶极点 0 和一阶极点 k （ 1, 2,k = ± ± "）。 

( ) ( )
2

2 30 0

1 cosres 0 lim cot lim
2 sinz z

d z zf z z
dz z

sin
3

zπ π ππ π
π→ →

−
= =

π
= − ， 

( ) ( )
2 20

cos 1res lim
sinz

z k z
f k

z z k
π

π π→

−
= = 。 

所以 ( ) ( )2 2
1

0

cot 2 12 res 0 res 2
3n

n n

C k n k
k

zdz i f f k i
z k
π ππ π

π=− =
≠

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= + = − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∫v 。 

在 上有1C
( )
( )

( )
( ) (

cos 1 2 ch 1 2
cot coth 1 2

sh 1 2sin 1 2
x i n n

z n
nx i n

π π
π π

ππ
− +⎡ ⎤ +⎣ ⎦= ≤ =

+− +⎡ ⎤⎣ ⎦
)+ ，（参考习题

02 的第 43 题）易证 coth x为单调减函数，所以有
3cot coth
2

z ππ ≤ 。（ ） 1n ≥



上式在 上同样成立。 3C

在 上有2C
( )
( )

cos 1 2
cot

sin 1 2
n i

z
n i

π
π

π
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦=
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

y
y

 

   
( ) ( ) ( )2 2 2 2

ch ch 1
sin 1 2 chsin 1 2 ch cos 1 2 sh

y y
n yn y n y

π π
π ππ π π π

≤ ≤
++ + +

=  

上式在 上同样成立。所以在 上有4C nC 3cot max coth ,1
2

z M ππ ⎧ ⎫≤ = ⎨ ⎬
⎩ ⎭

。 

在 上有nC 1
2

z n≥ + ，由此得
( )

( )2 22

cotcot 1 4 2 1
1 2n nC C

zzdz dz M n
z nz

ππ
≤ ≤ ⋅ ⋅ +

+∫ ∫v v 。 

所以当 时有n→∞ 2

cot 0
nC

zdz
z
π

→∫v 。由此可得
2

2
1

1
6k k
π∞

=

=∑ 。 

若令 ( ) 2

csc zf z
z
π

= ，则有 ( )res 0
6

f π
= ， ( ) ( )

2

1
res

k

f k
kπ
−

= 。 

( )
2 2

1

1csc 22
6n

kn

C
k

zdz i
z k
π ππ

π =

⎛ ⎞−
= +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫v 。 

同样可得当 时，n→∞ 2

csc 0
nC

zdz
z
π

→∫v ，所以
( ) 1 2

2
1

1
12

k

k k
π

+∞

=

−
=∑ 。 

 



137．如果 ( )sin ,cosR θ [在 ]0,2θ π 中有奇点，通过变换 iz e θ= ， ( )sin ,cosR θ θ 变为

( )
2 21 1,
2 2

z zf z R
iz z

⎛ ⎞− +
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，则 ( )f z 在单位圆周 1z = 上有奇点。设这些奇点 kβ

（ ）均为一阶奇点，证明： 1, 2,k = m

( ) ( ) ( )2

0
1 1

sin ,cos 2 res res
k

m

z k z

f z f z
R d

z z
π

β

θ θ θ π π
< = =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∑ ∑∫ 。 

其中 ( )sin ,cosR θ θ sin表示 θ 和 cosθ 的有理函数。 

证： 

 

如上图， 是以原点为圆心，a为半径的上半圆，0Γ δΓ 是以 ( )0,a 为圆心，δ 为半径的圆被

截断的圆外部分。 是 过点0Γ L 0Γ ( )0,a 的切线，Cδ 和Cδ′是 δΓ 夹在 0Γ 和 L 之间的部分，

δΓ 的上半圆部分 C Cδ δ δ δ′ ′Γ = Γ − − 。 

参考第 86 题（习题 04）的证明，设 ( ) ( )z a f z− 在 δΓ 上一致趋于 ，则对任意k 0ε > ，存

在δ ′满足0 δ ε′< < ，使得当δ δ ε′< < 时有 

( ) ( ) ( ) ( )
C C C

f z dz f z dz ik ik f z dz ik k k
δ δ δ

ϕ ϕ ϕ ϕ= − + ≤ − + < +∫ ∫ ∫ ε ϕ。 

由上图可解出
2

arctan

2 1
2

a
a

δϕ
δ

=
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则
2 2

2 1 2 1
2 2

a a
a a

δ δϕ
δ δ

′
≤ <

′⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（这是

关于δ 的单调增函数）。只要上面的δ ′足够小就有 
2

2 22

1 1 11 1 1
2 2 2 2 8 2 8

2 1
2

a a a a a a
a

a

δ δ δ δ 1ϕ ε
δ

⎡ ⎤′ ′ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞< < + < + < +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥′ ⎣ ⎦⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠

， 



所以 ( ) ( )2
2

1 11
2 8C

f z dz k k
a aδ

εϕ ϕ ε ε⎛ ⎞< + < + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ，这就证明了 。 ( )

0
lim 0

C
f z dz

δδ→
=∫

所以 ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
C C

f z dz f z dz f z dz f z dz
δ δ δ δδ δ ′ ′Γ Γ→ →

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

                

( ) ( ) ( )
0

lim lim
z a

f z dz k i i z a f z
δδ

π π
′Γ→ →

= = = −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ 。 

在单位圆上挖去奇点 kβ ，代之以以 kβ 为圆心， δ 为半径，被单位圆截断的圆弧

（ ），用 表示单位圆剩下的部分。这样构成一个包围单位圆内奇点和

kC

1, 2,k m= 0C kβ

（ ）的围线 。则 1, 2,k = m 0 1 2 mC C C C C= + + + +

( ) ( ) ( )
1 1

2 res 2 res
k

m

C
z k z

f z f z f z
dz

iz z z
β

π π
< = =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∑ ∑∫  

又有
( ) ( ) ( )

00 0 0 1

lim lim lim
k

m

C C C
k

f z f z f z
dz dz dz

iz iz izδ δ δ→ → →
=

= + ∑∫ ∫ ∫  

                  ( ) ( ) ( )2

0
1

sin ,cos lim
k

m
k

zk

z f z
R d i

iz
π

β

β
θ θ θ π

→
=

−
= + ∑∫  

                  ( ) ( )2

0
1

sin ,cos res
k

m

k z

f z
R d

z
π

β

θ θ θ π
= =

⎧ ⎫
= + ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑∫  

所以有 ( ) ( ) ( )2

0
1 1

sin ,cos 2 res res
k

m

z k z

f z f z
R d

z z
π

β

θ θ θ π π
< = =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∑ ∑∫ 。 

 
 

138．计算下列积分：（1）
2

20 1 2 cos
dx

p x p
π

− +∫ ，0 p 1< < ；  （2）
2

0 2 cos
dx

x
π

+∫ ； 

（3）
( )

2

20 cos
dx

a b x

π

+∫ ， ；（4）0a b> >
2 2

0
cos n xdx

π

∫ ；（5） ( )2

0
exp ie d

π θ θ∫ ； 

（6） 20 1 sin
dπ θ

θ+∫ ；（7）
( )20 21 sin

dπ θ

θ+
∫ ；（8） ( )

0
cot x dx

π
α−∫ ， Im 0α ≠ 。 



（1）令 ( )
( )

2
2

1 1 1 1
1 11 2

2

f z
zz pp p z p z

z p

= = −
+ ⎛ ⎞− + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

，则 ( ) 2

1res
1

f p
p

=
−

。 

原积分 ( ) 2

22 res
1

f p
p
ππ= =
−

。 

（2）令 ( ) ( )( )2
1 1 2

1 2 3 2 32
2

f z
zz z z

z

= =
+ + − + ++

，则 ( ) 1res 2 3
3

f − + = 。 

原积分
2

3
π

= 。 

（3）令 ( )
( ) ( )2 222

1 2

1 1 4

1
2

zf z
z b 2z z z zza b

z

= =
− −⎛ ⎞+

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中

2

1 1a az
b b

⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

2

2 1a az
b b

⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

。

2

1 1a a a
b b b

⎛ ⎞− − − < − < −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，所以 1 1z > ，在单位圆外， 

2 2

2 1 1 1a a a az
b bb b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − = − − − <⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

1，在单位圆内。 

( ) ( ) ( )
( )2

2
2 2 3 22 2

res lim
z z

d af z z z f z
dz a b→

⎡ ⎤= − =⎣ ⎦ −
， 

所以原积分

( )3 22 2

2 a

a b

π
=

−
。 

（4）令 ( ) ( ) ( )
( )

2

22 22 2

2 2 1 2 2 1
0

1 2 !1 1 1 1
2 2 2 ! 2 !

k

nn n

n n n n
k

z nzf z z
z z z z k n k+ +

=

+⎛ ⎞+
= = =⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑ ， 

( ) ( )
( )
( )

2
2 2

2 20 0

2 !1res 0 lim
2 2 ! ! 2 !

k
n n

n nz k

ndf z
n dz k n k→

=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑  

          ( )
( )
( )

2
2 4

1 22 2

0

2 !1 1
2 2 ! !

n
n n

n n

z

nd a z z z
n dz n

=

⎡ ⎤
= + + + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

          ( )
( )
( )

( ) ( )
( )

2
2 1 42 22 2

0

2 ! 2 !1 0 0 2 !
2 2 ! ! 2

n
n nn n

z

n n
n b z b z

n n n
+

=

⎡ ⎤
= + + + + + + =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ !  



所以原积分
( )
( )

( )( )( )
( ) ( )2 2 22 2 2

2 ! 2 2 1 2 2 2 3 2 1
2 2

2 ! 2 1 2 2 1n n

n n n n n
n n n n

π π
2 2

− − −
= =

− − ⋅

⋅
 

          
( )( )( )
( ) ( ) ( )

( )( )
( )( )( )2 2 2 2

2 2 1 2 2 2 3 2 1 2 1 2 3 3 1
2 2

2 2 2 2 4 22 2 2 2 4 2
n n n n n n

n n nn n n
π π

− − − ⋅ − − ⋅
= =

− −− −
 

          
( )
( )
2 1 !

2
2 !!
n

n
π

−
=

!
。 

（5）令 ( ) 1 zf z
z

= e ，则 ( )res 0 1f = ，原积分 2π= 。 

（6）原积分
2

0 0

2
3 cos 2 3 cos

d dπ πθ ϕ
θ ϕ

= =
− −∫ ∫ 。 

令 ( ) ( )( )2
1 1 2

1 3 2 2 3 2 23
2

f z
zz z z

z

= = −
+ − − − +−

，则 ( ) 1res 3 2 2
2 2

f − = 。 

原积分
2
π

= 。 

（7）原积分
( ) ( )

2

2 20 0

4 2
3 cos 2 3 cos

d dπ πθ ϕ
θ ϕ

= =
− −∫ ∫ 。 

令 ( )
( ) ( )2 22

1 2 8

1 3 2 2 3 2 23
2

zf z
z z z z

z

= =
⎛ ⎞+ − − − +−⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 ，则 

( )
( )23 2 2

8 3res 3 2 2 lim
8 23 2 2z

d zf
dz z→ −

− = =
− −

，原积分
3

4 2
π= 。 

（8）令 a ibα = + ，原积分

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

20 0

1
1

i x a ib i x a ib i x a ib

i x a ib i x a ib i x a ib

e e ei dx i
e e e

π π
− − − − − − −

− − − − − − −

+ +
= =

− −∫ ∫ dx  

22 2

22

1
2 1

b ia

b ia

i e e d
e e

θπ

θ θ
−

−

+
=

−∫ （作代换 ( )2 x a θ− = ），因为被积函数以 2π 为周期，所以 

原积分 ( )
2 22

2 20 1

1 1 1
2 1 2 1

b i b

b i bz

i e e e zd d
e e z e z

θπ

θ θ
=

+ +
= =

− −∫ ∫ z 。 

记 ( ) ( )
2

22

b

b

z ef z
z z e

−

−

+
=

−
，则 ( ) 1res 0

2
f = − ， ( )2res 1bf e− = 。 



若 ，原积分0b > ( ) ( )22 res 0 res bi f f e iπ π−⎡ ⎤= ⋅ + =⎣ ⎦ ， 

若 ，原积分0b < ( )2 res 0i f iπ π= ⋅ = − 。 

 
 

139．计算下列积分：（1）
2

41
x dx

x
∞

−∞ +∫ ；（2）
( )( )2 2 2 2

dx
x a x b

∞

−∞ + +
0, 0a b> >∫ ， ； 

（3）
2

2 1

m

n

x dx
x

∞

−∞ +∫ ， 均为正整数，且 ；（4）,m n n m>
( ) 121

n
dx

x

∞

+−∞ +
∫ ，n为正整数； 

（5）
( )

2

20 2 2

x dx

x a

∞

+
∫ ， ；   （6）0a > 2 2 4

dx
x x

∞

−∞ − +∫ ； 

（7）
( )( )

2

2 21 2 cos 1
x dx

x x x θ
∞

−∞ + − +∫ ，θ为实数，且 sin 0θ ≠ ； 

（8）
( )21 ch

2

dx
xx π

∞

−∞
+

∫ 。 

（1）令 ( ) ( )( )( )( )
2 2

4 4 4 3 4 3 41 i i i i

z zf z
z z e z e z e z eπ π π− −

= =
+ − − − − π

。 

( ) ( )4 1res 1
4 2

if e iπ = − ， ( ) ( )3 4 1res 1
4 2

if e iπ = − + 。 

所以 ( ) ( )
2

4 3 4
4

1v.p. 2 res res
1 2

i ix dx i f e f e
x

π ππ π
∞

−∞
⎡ ⎤= +⎣ ⎦+∫ = 。 

被积函数是偶函数，所以 ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0

1 1lim 2 lim
2 2

b b

bb b
f x dx f x dx f x dx f x dx

∞

−→∞ →∞

⎡ ⎤= = +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

( )1 v.p.
2

f x dx
∞

−∞
= ∫ ，即 ( )

0
f x dx

∞

∫ 收敛，同样的， ( )
0

f x dx
−∞∫ 也收敛，所以 ( )f x dx

∞

−∞∫ 收

敛，且等于

2

4v.p.
1

x dx
x

∞

−∞ +∫ 。后面类似的讨论省略。 

（2）令 ( ) ( )( ) ( )( )( )( )2 2 2 2

1 1f z
z ai z ai z bi z biz a z b

= =
+ − + −+ +

，则 

( ) ( )2 2
res

2
if ai

a a b
=

−
， ( ) ( )2 2

res
2

if bi
b a b

= −
−

。 

s1zixin
附注
第七章 留数



原积分
( )( )2 2 2

v.p. dx
2x a x b

∞

−∞
=

+ +∫ ( ) ( ) ( )
2 res resi f ai f bi

ab a b
ππ= + =⎡ ⎤⎣ ⎦ +

。 

（3）令 ( )
2

2 1

m

n

zf z
z

=
+

，它在上半平面的奇点是

1
2

i k
ne
π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠ （ 0,1, 2, 1k n= − ）。 

( )
1 1
2 2

1 2 2
2

2
res lim lim

21i k i k
n n

m mi k
n

n
z e z e

z zf e
nz

π π

π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2 1n− ++⎜ ⎟
⎝ ⎠

→ →

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

′⎢ ⎥⎣ ⎦ +
 

               
( ) ( )2 2 1 2 2 1

21
2

ik m n i m n
n ne e

n

π π
− + − +

=  

原积分

2

2v.p.
1

m

n

x dx
x

∞

−∞
=

+∫  

( ) ( )
11 12 2 1 2 2 12 2

0 0
2 res

n ni k i m n ik m nn n n

k k

ii f e e e
n

π π πππ
⎛ ⎞− −+ − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  

      
( ) ( )

( ) ( )
2 2 12 2 1

2

2 2 1

1 2
2 2 1

2 sin1
2

i m ni m n
n

i m n
n

i e ie
m nn n ie

n

ππ

π

π π
π

− +
− +

− +

−
= = −

− +
−

 

      ( )2 1
sin

2
m

n
n

π
π

=
+

。 

（4）令 ( )
( ) ( ) ( )1 12

1 1

1
n nf z

z i z iz
+ += =

+ −+
1n+ ，则 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( )1 2 1 22

1 1 2 2 2 ! 2 11 1 1 1 1res
! ! 2 22 2 !

n n

n n n
z i

n n n n n
f i

n n i iz i i n+ +

=

⎡ ⎤ − + + −
= = = =⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦

!!
2 !!n

所以原积分

( ) 12
v.p.

1
n

dx

x

∞

+−∞
=

+
∫ ( ) ( )

( )
2 1 !!

2 res
2 !!
n

i f i
n

π π
−

= = 。 

（5）令 ( )
( ) ( ) ( )

2 2

2 2 22 2

z zf z
z ai z aiz a

= =
+ −+

( )，则
( )

2

2
1lim

4z ai

d zf ai
dz aiz ai→

= =
+

res 。 

同第（1）小题的讨论，有原积分

( )
( )

2

22 2

1 1v.p. 2 res
2 2

x dx i f ai
ax a 4
ππ

∞

−∞
= = ⋅

+
∫ = 。（后面

类似讨论省略） 



（6） 2 2

1 1
2 4

O
x x x

⎛ ⎞= ⎜− + ⎝ ⎠
⎟，所以 20 2 4

dx
x x

∞

− +∫ 收敛，
0

2 2 4
dx

x x−∞ − +∫ 也收敛，所以

2 2 4
dx

x x
∞

−∞ − +∫ 收敛，可直接计算其主值。（（7）可同样讨论）。 

令 ( ) ( )( )2

1 1
2 4 1 3 1 3

f z
z z z i z i

= =
− + − − − +

， ( ) 1res 1 3
2 3

f i
i

+ = ， 

原积分
3
π

= 。 

（7）令 ( ) ( )( ) ( )( )( )( )
2 2

2 21 2 cos 1 i i

z zf z
z z z z i z i z e z eθ θθ −

= =
+ − + + − − −

， 

( ) 1res
4cos

f i
θ

= − ， ( ) ( )2

1 1res
4cos 4sin2 sin 1

i
i

if e
i e

θ
θ θ θθ −

= =
+

− ， 

( ) ( )
2

2

1res
4cos 4sin2 sin 1

i
i

i

e if e
i e

θ
θ

θ θ θθ

−
−

−
= − = +

+
。 

若 sin 0θ > ，则 ie θ 在上半平面，原积分 ( ) ( )2 res res
2sin

ii f i f e θ ππ
θ

⎡ ⎤= + =⎣ ⎦ ， 

若 sin 0θ < ，则 ie θ− 在上半平面，原积分 ( ) ( )2 res res
2sin

ii f i f e θ ππ
θ

−⎡ ⎤= + = −⎣ ⎦ ， 

所以原积分
2 sin
π
θ

= 。 

（8）令 ( )
( )2

1

1 ch
2

f z zz π=
+

，则 z i= 为二阶极点， ( )2 1z k i= + （ ）为一阶

极点。

1, 2,k =

( )
( )

( )
( )

2

2 2

2 ch 1 sh
2 2 2res lim lim

ch ch
2 2

z i z i

z zi zd z if i z zdz z i z i

π π π

π π→ →

− +−
= =

+ +
 

              
( )

( ) ( )

2
2

22

sh sh 1 ch
2 2 2lim

2 ch ch sh
2 2

z i

z zi z z

z zz i z i

2

2

z

z

π π π ππ π

π π ππ
→

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+ + +
 

              
( )

( ) ( )

2

2

sh ch
2 2 2lim
ch ch

2 22 ch sh
2 2

z i

z zz i

z z
z zz i z i

z i z i

π π ππ

π π
π ππ

→

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

+ + +
− −

 



             
( )

( ) ( )

2

2
2 2

sh ch
12 2 2

2ch sh sh
2 2 2 2

z i

z zz i

z z z iz i z i

π π ππ

π π π π ππ
=

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

+ + +
。 

( )
( ) ( )

( )
( )

1

2 1 2

12 1res 2 1 lim
2 11 sh

2

k

z k i
f k i z i k kz π ππ

−

→ +

−
+ = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ++

。（ ） 1, 2,k =

取这样的积分路径：实轴上 到 ，以原点为圆心， 为半径的上半圆 ，这里

。该闭合路径包围奇点 (

nR− nR nR nC

2nR = n )2 1k i+ （ 0,1, 1k n= − ），且路径上没有奇点。有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 12 1

2
1 1

1 1 11 1 1
1 1n

kn nn k

n C
k k

f x dx f z dz
k k k k

−− −
−

−
= =

− ⎛ ⎞+ = + = + − −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫ 。    （*） 

在 上有nC ( )2 cos sinnz n iθ θ= + ，
( ) ( )cos sin cos sin1

2 2
n i n inz e eπ θ θ π θ θch π ⎡ + − + ⎤= + ⎦ 0（ θ π≤ ≤ ）， ⎣

当0
2
πθ≤ < 时， cos 0θ > ， ( ) ( )cos sin cos sin, 0n i n ie eπ θ θ π θ θ+ − +→∞ → ， ch

2
nzπ
→∞， 

当
2
π θ π< ≤ 时， cos 0θ < ，

( ) ( )cos sin cos sin0,n i n ie eπ θ θ π θ θ+ − +→ →∞， ch
2

nzπ
→∞， 

当
2
πθ = 时， ch cos

2
nz nπ π= ， ch 1

2
nzπ
= 。 

综上，0 θ π≤ ≤ 时存在 ，当 时有N n N> ch 1
2

nzπ
≥ 。在 上 nC

( )
2

2

1
11 ch

2

n
n

n n
n

zz z zz π⋅ ≤
++

（ ），所以n N> ( )lim 0n nn
z f z

→∞
= ，由此得 。 ( )lim 0

nCn
f z dz

→∞
=∫

令（*）式 可得 n→∞

( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

2 1 1 0

1 11 1v.p. 1 1 2
1 11 ch

2

k k
k

k k k

dx
x k k k k kx π 1

1 k

k

− −∞ ∞ ∞∞ −

−∞
= = =

− − −⎛ ⎞= + − − = + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠+
∑ ∑ ∑∫

∞

=
∑ 。 

易知 ( ) ( ) 1

1

1
ln 1

k
k

k

x x
k

−∞

=

−
+ =∑ ，（ 1x < ）由于右边级数在 1x = 收敛，根据 Abel 第二定理，

该级数在 1x = 点左连续，对上式两边取 可得1 0x → −
( ) 1

1

1
ln 2

k

k k

−∞

=

−
=∑ 。 



所以

( )2
v.p.

1 ch
2

dx
xx π

∞

−∞
+

∫ 2ln 2= 。 

由于 ch 1
2
xπ
≥ ，所以

( )
2

2

1 1
11 ch

2
x xx π ≤

++
，因为 2

1
1

dx
x

∞

−∞ +∫ 收敛，所以原积分收敛，

且等于其主值。 
 
 

140．计算下面积分：（1） 40

cos
1

x dx
x

∞

+∫ ；（2） 2 20

sinx mx dx
x a

∞

+∫ ， ； 0, 0a m> >

（3） 2

sin
2 2

x x dx
x x

∞

−∞ − +∫ ；（4）
3

4 40

sin
4

x mx dx
x a

∞

+∫ ， ；（5）0, 0a m> >
( )2 2

cos mx dx
x b a

∞

−∞ + +∫ ，

( )2 2

sin mx dx
x b a

∞

−∞ + +∫ ， ；（6）0, 0a m> > 2 2

cos sina x x x dx
x a

∞

−∞

+
+∫ ， ； 0a >

（7）
( )( )

2

2 2 2 2

sin ax dx
x b x c

∞

−∞ + +∫ ， ；（8）0, 0, 0a b c> > >
0

cos
ch

x dx
x

∞

∫ 。 

（1）令 ( ) ( )( )( )( )4 4 4 3 4 31

iz iz

i i i i

e ef z
z z e z e z e z eπ π π− −

= =
+ − − − − 4π

。 

( )
11 2

4 42res
4

i
i ef e e

i

π
π

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠= ， ( )

11 2
3 4 42res

4

i
i ef e e

i

π
π

⎛ ⎞− − −⎜ ⎟
⎝ ⎠= 。 

原积分 4

1 cosv.p.
2 1

x dx
x

∞

−∞
=

+∫  

( ) ( ){ }
1

4 3 4 21 1Re 2 res res cos
2 2 2

i ii f e f e eπ π

4
π ππ

− ⎛ ⎞⎡ ⎤= + = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
− 。 

（2）令 ( ) ( )( )2 2

imz imzze zef z
z a z ai z ai

= =
+ + −

，则 ( ) 1res
2

maf ai e−= 。 

原积分 2 2

1 sinv.p.
2

x mx dx
x a

∞

−∞
=

+∫ ( )1 Im 2 res
2 2

mai f ai eππ −= =⎡ ⎤⎣ ⎦ 。 

（3）令 ( ) ( )( )2 2 2 1 1

iz izze zef z
z z z i z i

= =
− + − − − +

，则 ( )
1

41res 1
2

i
f i e

ei

π⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝+ = ⎠ 。 

2

sinv.p.
2 2

x x dx
x x

∞

−∞ − +∫ ( ) 2Im 2 res 1 sin 1
4

i f i
e
π ππ ⎛ ⎞= ⋅ + = +⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

。 



由于 2 2 2
x

x x− +
单调趋于 0，

0
sin 1 cos 2

b
xdx b= − ≤∫ ，所以原积分收敛（狄里克莱判敛

法），等于其主值。 

（4） ( )
3 3

4 4 3 3
4 4 4

4
2 2 2 2

imz imz

i i i

z e z ef z
z a

z ae z ae z ae z ae
π π π

− −
= =

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛
− − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝
4

i π ⎞
⎟
⎠

。 

则 ( )4 1res 2
4

i ma ima ( )f ae e eπ −= ， 3 4 1res 2
4

i ma imaae e eπ − −=f 。 

原积分

3

4 40

1 sinv.p.
2 4

x mx dx
x a

∞
=

+∫  

( ) ( ){ }4 3 41 Im 2 res 2 res 2 cos
2 2

i i mai f ae f ae e mπ π aππ −⎡ ⎤= + =⎣ ⎦ 。 

（5）令 ( )
( ) ( )( )2 2

imz imze ef z
z b ai z b aiz b a

= =
+ + + −+ +

( )，res
2

ma
imbeb ai e

ai

−
−− + = 。 f

所以
( )

( )2 2

cosv .p . Re 2 res cosmamx dx i f b ai e mb
ax b a
ππ

∞ −

−∞
= − + =⎡ ⎤⎣ ⎦+ +∫ ， 

( )
( )2 2

sinv .p . Im 2 res sinmamx dx i f b ai e mb
ax b a
ππ

∞ −

−∞
= − + = −⎡ ⎤⎣ ⎦+ +∫ 。 

由于
( ) ( )2 22 2

cos 1x
x b a x b a

≤
+ + + +

，
( ) ( )2 2 2

sin 1x
2x b a x b a

≤
+ + + +

所以原积分收敛，等于

其主值。 

（6）令上小题第一个积分中 可得0, 1b m= = 2 2

cos ax dx e
x a a

π∞ −

−∞
=

+∫ ， 

令第（2）小题中 1m = 可得 2 2

sinv.p. ax x dx e
x a

π
∞ −

−∞
=

+∫ 。  

所以原积分 。 2 aeπ −=

（7）原积分
( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 cos 2
2 2

axdx dx
x b x c x b x c

∞ ∞

−∞ −∞
= −

+ + + +∫ ∫ 。 

令 ( ) ( )( ) ( )( )( )( )2 2 2 2

1 1f z
z bi z bi z ci z ciz b z c

= =
+ − + −+ +

， 

( ) ( )2 2

1res
2

f bi
b b c i

= −
−

， ( ) ( )2 2

1res
2

f ci
c b c i

=
−

。 

则
( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 2 res resdx i f bi f ci
bc b cx b x c

ππ
∞

−∞
= + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ++ +∫ 。 



令 ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
2 2

2 2 2 2

iaz iaze ef z
z bi z bi z ci z ciz b z c

= =
+ − + −+ +

， 

( ) ( )
2

2 2
res

2

abef bi
b b c i

−

= −
−

， ( ) ( )
2

2 2
res

2

acef ci
c b c i

−

=
−

。则 

( )( ) ( ) ( ){ }
2 2

2 22 2 2 2

cos 2v.p. Re 2 res res
ac abax e edx i f bi f ci

b c c bx b x c
ππ

− −∞

−∞

⎛ ⎞
= + =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ −+ + ⎝ ⎠

∫ −  

由于
( )( ) ( )( )

2

2 2 2 2 2 2 2 2

sin 1ax
x b x c x b x c

≤
+ + + +

，所以原积分收敛且 

原积分
( )

( )
2 2

2 22

ab acb c ce be

bc b c

π − −− + −
=

−
。 

（8）令 ( )
c h

i zef z
z

= ，它有一阶极点
1
2

k iπ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

（ 0,1,k = ）。 

( ) 1
2

1
2

11res lim
2 sh

kiz k

z k i

ef k i e
z i

π

π
π

⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞→ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎡ ⎤⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
， 21res

2
f i e

i

ππ −⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

选取如下积分路径： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 22 res 2
2R R R

R

R L L
f x dx f z dz f z dz f z dz i f i e

πππ π
−

′− Γ

⎛ ⎞+ + + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ ∫ 。 （*） 

因为 ( ) 2 2 2 2ch ch cos sh sin ch cos sh sinR yi R y i R y R y R y+ = + = +  

2 2cos sh shy R= + ≥ R ，所以 ( )
( )

( )
( )

0 0

2 1
ch shR

i R yi y

R RL

ee ef z dz dy dy
R yi R e e

π
π π

−+ −

−

−
= ≤ =

+ −∫ ∫ ∫ 。 

因此 ，同样有( )lim 0
RLR

f z dz
→∞

=∫ ( )lim 0
RLR

f z dz
′→∞

=∫ 。 

( )
( )

( ) ( )
ch chR

i x i ixR R

R R

e e R

R
f z dz dx e dx e f x dx

x i x

π
π π

π

+
− −− −

Γ −
= = − =

+∫ ∫ ∫ ∫ ，代入（ *）式并令



R →∞得

2

v.p.
ch 1 ch

2

ixe edx
x e

π

π

π π
π

−∞

−−∞
= =

+∫ 。所以原积分

2ch
2

π
π= 。 

 
 

141．计算下列积分：（1）
( )2 20

sin mx dx
x x a

∞

+∫ ， ；（2）0, 0a m> >
( )( )

v.p.
1 2
dx

x x x
∞

−∞ − −∫ ； 

（3） 20

cos cosax bxdx
x

∞ −
∫ ， ；（4）0, 0a b> >

( ) ( )
2 20

sin sinx a x a
dx

x a
∞ + −

−∫ ， ； 0a >

（5）
3

30

sin xdx
x

∞

∫ ；     （6）
1

px qx

x

e e dx
e

∞

−∞

−
−∫ ，0 1,0p q 1< < < < ； 

（7） 2

cosv.p.
5 6

x x dx
x x

∞

−∞ − −∫ ；   （8）
( )( )2

sinv.p.
4 1

x dx
x x

∞

−∞ + −∫ 。 

（1）取下图积分路径： 

 

令 ( ) ( )2 2

imzef z
z z a

=
+

，则 ( ) 2res
2

maef ai
a

−

= − ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2
R

imx imz imx imzR

R C C

e e e edx dz dx dz
x x a z z a x x a z z aδ

δ

δ

−

−
+ + +

+ + +∫ ∫ ∫ ∫ +
 

            ( ) 22 res
maiei f ai

a
ππ

−

= ⋅ = − 。                       （*） 

( ) ( ) 22 2 2 20 0
lim lim

imz imz

C z

e edz i z
az z a z z aδδ

iππ
→ →

= − ⋅ = −
+ +∫ ， 

因为
( )2 2

lim 0
imz

z

e
z z a→∞

=
+

，所以
( )2 2

lim 0
R

imz

CR

e dz
z z a→∞

=
+∫ ， 

令（*）式 0, Rδ → →∞得到 ( ) ( )22 2
v . p . 1

mx
mae idx e

ax x a
π∞ −

−∞
= −

+∫ ， 



所以 ( ) ( )
1
2

2 22 20

sin 1 s
2 2

mamamx madx e e
a ax x a
π π∞ −−= − =

+∫ h 。 

（2）取下图积分路径： 

 

令 ( ) ( ) ( )
1

1 2
f z

z z z
=

− −
，则 ( ) ( )( )00 0

1lim lim
1 2 2C z

f z dz i i
z zδδ

ππ
→ →

= − = −
− −∫ ， 

( ) ( )10 1

1lim lim
2C z

f z dz i i
z zδδ

π π
→ →

= − =
−∫ ， 

( ) ( )20 2

1lim lim
1 2C z

f z dz i i
z zδδ

ππ
→ →

= − = −
−∫  

( ) ( )( )
1lim lim 0

1 2RCR z
f z dz i

z z
π

→∞ →∞
= =

− −∫ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1

1 2

1R C C C2

f x dx f z dz f x dx f z dz f x dx f z dz
δ δ

δ δ δ

δ δ

− − −

− +
+ + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

δ

=

 

( ) ( )
2

0
R

R

C
f x dx f z dz

δ+
+ +∫ ∫  

令上式 0, Rδ → →∞得到
( )( )

v.p. 0
1 2
dx

x x x
∞

−∞
=

− −∫ 。 

（3）令 ( ) 2

iaz ibze ef z
z
−

= ，取与第（1）小题相同的积分路径， 

( ) ( )
0 0

lim lim
iaz ibz

C z

e ef z dz i a b
zδδ

π π
→ →

−
= − =∫ − ， 

( ) 2 2lim lim lim 0
R R R

iaz ibz

C C CR R R

e ef z dz dz dz
z z→∞ →∞ →∞

= − =∫ ∫ ∫ ， 



对该路径的积分取 0, Rδ → →∞的极限可得 ( )20

cos cos
2

ax bxdx b a
x

π∞ −
= −∫ 。 

（4）原积分 2 20

1 cos 2 cos 2
2

a xdx
x a

∞ −
=

−∫ 。令 ( )
2

2 2

cos 2 iza ef z
z a

−
=

−
， 

取如下积分路径： 

 

( ) ( ) ( ) ( )2

0

cos2
lim lim

2

ia

C z a

a e
f z dz i z a f z

aiδδ

π
π

→ →

−
= − − =∫ ， 

( ) ( ) ( ) ( )2

0

cos2
lim lim

2

ia

C z a

a e
f z dz i z a f z

aiδδ

π
π

−

′→ →−

−
= − + = −∫ 。 

( )lim 0
RCR

f z dz
→∞

=∫ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
R

a a R

R C a C a C
f x dx f z dz f x dx f z dz f x dx f z dz

δ δ

δ δ

δ δ

− − −

′− − + +
+ + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ =

令 0, Rδ → →∞得 ( )
2

2 2

cos 2v.p. sin 2 cos 2
ixa e dx a i a

x a a
π∞

−∞

−
= −

−∫ 。 

所以原积分
2

2 2

1 cos 2Re v.p. sin 2
4 4

ixa e dx a
x a a

π∞

−∞

⎛ ⎞−
= =⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ 。 

（5） ( ) ( )3 1 1 1 1 1sin cos 2 sin sin sin 3 sin 3sin sin 3
2 2 2 4 4

x x x x x x x x⎛ ⎞= − = − − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

原积分 30

3sin sin 3
4
x xdx

x
∞ −

= ∫ 。令 ( )
3

3

3 2
4

iz ize ef z
z

− −
= ，取与第（1）小题相同的积分

路径，有 

( )
3

20 0

3 2lim lim
4 4

iz iz

C z

e e 3f z dz i i
zδδ

π π
→ →

− −
= − = −∫ ， ( )lim 0

RCR
f z dz

→∞
=∫ 。 

令围线积分 0, Rδ → →∞得

3

3

3 2v.p.
4 4

ix ixe e dx i3
x

π
∞

−∞

− −
=∫ ， 



原积分
3

3

1 3 2Im v .p .
2 4

ix ixe e dx
x

3
8
π

∞

−∞

⎛ ⎞− −
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ 。 

（6）令 ( )
1

pz

z

ef z
e

=
−

，2k iπ （ 0, 1, 2,k = ± ± ）是其一阶极点。取如下积分路径： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
R R

R

R C L C
f x dx f z dz f x dx f z dz f z dz f z dz

δ δ

δ

δ

−

′− Γ
+ + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

( ) ( ) 0
R RL

f z dz f z dz
′ ′Γ

+ +∫ ∫ = 。                                      （*） 

( )
( )

( ) ( )
2

2
21R

p x i Rp i
x iR

ef z dz dx e f x dx
e

π
δ π

π δ

+

+Γ
= = −

−∫ ∫ ∫ ， ( ) ( )2

R

p i

R
f z dz e f x dx

δπ −

′Γ −
=−∫ ∫ ， 

代入（*）式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )21
R

Rp i

R C L
e f x dx f x dx f z dz f z dz f z dz

δ δ

δπ

δ

−

′−

⎡ ⎤− + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ ∫C

=

 

( ) 0
RL

f z d z
′

+ ∫ 。                                               （**） 

( )
( )

( )
( )

2 2

20 0 2 21 1 cos sinR

p R iy pR

R iy
R R

e ef z dz dy dy
e e y e y

π π+

+Γ
≤ =

− − +
∫ ∫ ∫  

            
( )12 2

20 0

1 1 2
1 11 2 cos

p R
pR pR

R RR R

ee dy e dy
e ee y e

π π
π

− −

−= ≤
− −− +

∫ ∫ = ， 

所以 ，同样的，( )lim 0
RR

f z dz
Γ→∞

=∫ ( )lim 0
RR

f z dz
′Γ→∞

=∫ 。 

( )
0 0

lim lim
1

pz

zC z

zef z dz i i
eδδ

π π
→ →

= − =
−∫ ， 

( ) ( ) 2

0 2

2
lim lim

1

pz
p i

zC z i

z i e
f z dz i ie

eδ

π

δ π

π
π π

′→ →

−
= − =

−∫ ， 

令（**）式 0, Rδ → →∞可得 (
2

2

1v.p. cot
1 1

px p i

x p i

e edx i p
e e

π

π )π π π
∞

−∞

+
= =

− −∫ ， 



所以 ( ) ( )v.p. v.p. v.p. cot cot
1 1 1

px qx px qx

x x x

e e e edx dx dx p q
e e e

π π π
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

−
= − = −⎡ ⎤⎣ ⎦− − −∫ ∫ ∫ 。 

当 x充分大时，有
11
2

x xe e− ≥ （即 ）。不妨假设2xe ≥ p q> ， 

( ) ( )1 12 2
1

px qx px qx
p x q x

x x

e e e e e e
e e

− − − −− − ⎡ ⎤≤ = −⎣ ⎦−
。由于

( ) ( )1 1

0

p x q xe e
∞ − − − − dx⎡ ⎤−⎣ ⎦∫ 收敛，所以 

0 1

px qx

x

e e dx
e

∞ −
−∫ 收敛，类似地，

0

1

px qx

x

e e dx
e−∞

−
−∫ 收敛，所以原积分收敛，等于其主值。 

（7）令 ( ) ( )( )2 5 6 6 1

iz izze zef z
z z z z

= =
− − − +

。取如下积分路径： 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 6

1 6
0

R

R

R C C C
f x dx f z dz

δ δ

δ δ

δ δ

− − −

′− − + +
+ + + + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 。                 （*） 

因为
( )( )

lim 0
6 1z

z
z z→∞

=
− +

，所以 ( )lim 0
RCR

f z dz
→∞

=∫ 。 

( ) 6

0 6

6lim lim
1 7

iz
i

C z

zef z dz i e
z iδδ

ππ
→ →

= − =
+∫ ， ( )

0 1
lim lim

6 7

iz
i

C z

zef z dz i e
z iδδ

ππ −

′→ →−
= − =

−∫ 。 

令（*）式 0, Rδ → →∞得 ( ) ( )6v.p. 6
7

i iif x dx e eπ∞ −

−∞
= +∫ ， 

原积分 ( ) ( )Re v.p. sin1 6sin 6
7

f x dx π∞

−∞

⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ − 。 

（8）令 ( ) ( )( )2 4 1

izef z
z z

=
+ −

， ( ) ( )( ) ( )
2

2
res 2 lim 1 2

2 1 20

iz

z i

e ef i i
z i z i

−

→
= = −

+ −
+ 。 

取如下积分路径： 

 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (
21

1
2 res 2 1 2

10R

R

R C C

e )f x dx f z dz i f i i
δ

δ

δ

ππ
−−

− +
+ + + = = −∫ ∫ ∫ ∫ + 。   （*） 

( )lim 0
RCR

f z dz
→∞

=∫ ， ( ) 20 1
lim lim

4 5

iz
i

C z

e if z dz i e
zδδ

ππ
→ →

= − = −
+∫ 。 

令（*） 0, Rδ → →∞得原积分 ( ) ( )2Im v.p. cos1
5

f x dx eπ∞ −

−∞

⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ − 。 

 
 

142．计算下列积分：（1）
( )20 21

sx dx
x

∞

+
∫ ， 1 s 3− < < ；（2） 20 1 2 cos

px dx
x xλ

−∞

+ +∫ ，

，01 1p− < < λ π< < ；（3）
1

0
v.p.

1

ax dx
x

−∞

−∫ ，0 1a< < ；（4）
( )20 2 2

ln x dx
x x a

∞

+
∫ ， 。 0a >

（1）令 ( )
( )221

szf z
z

=
+

，取如下积分路径，规定0 arg 2π≤ ≤ ， 

 

则 ( )
( )

2
2

1res lim
4

ss i

z i

d z sf i e
dz iz i

π

→

−
= = −

+
， ( )

( )

3
2

2
1res lim

4

ss i

z i

d z sf i e
dz iz i

π

→−

−
− = =

−
 

（这里 2
i

i e
π

= ，

3
2

i
i e

π

− = ）。围道积分为： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 22 21 1 R

s s isR

R C C

x x edx dx f z dz
x x δ

πδ

δ
+ + +

+ +
∫ ∫ ∫ ∫  

            ( ) ( ) ( )2 res res 1 sin
2

is si f i f i i s e π ππ π= + − = −⎡ ⎤⎣ ⎦ 。 

即 ( )
( ) ( ) ( ) ( )2

22
1 1

21 R

sRis is

C C
sinx se dx f z dz i s e

x δ

π π

δ

ππ− + + = −
+

∫ ∫ ∫ 。 



令上式 0, Rδ → →∞，由于 ( )
( )22

lim 2 lim 0
1R

s

CR z

zf z dz i z
z

π
→∞ →∞

= ⋅ =
+

∫ ， 

( )
( )20 0 2

lim 2 lim 0
1

s

C z

zf z dz i z
zδδ

π
→ →

= − ⋅ =
+

∫ ，所以 

( )
( )

( )2 20 2

1 sin
2 1 sec

1 41

is
s

is

si s e

2
x sdx s

ex

π

π

ππ π π∞
−

= = −
−+

∫ 。 

（2）令 ( ) ( )( )2 2 cos 1

p p

i i

z zf z
z z z e z eλ λλ

− −

−
= =

+ + + +
，取与上小题同样的积分路径，规定

0 arg 2π≤ ≤ ，则
( )

( )

( )
res lim

2 sini

ipp
i

iz e

z ef e
z e iπ λ

π λ
π λ

λ λ+

− +−
+

−
→

⎡ ⎤ = = −⎣ ⎦ +
， 

( )
( )

( )
res lim

2 sini

ipp
i

iz e

z ef e
z e iπ λ

π λ
π λ

λ λ−

− −−
−

→
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ + 。所以 

( ) ( ) ( )2
2

sin1  2
1 2 cos sinR

pRip ip

C C

x pe dx f z dz ie
x x δ

π π

δ

λπ
λ λ

−
− −− + + =

+ +∫ ∫ ∫ 。 

令上式 0, Rδ → →∞，由于 ( ) 2lim 2 lim 0
2 cos 1R

p

CR z

zf z dz i z
z z

π
λ

−

→∞ →∞
= ⋅ =

+ +∫ ， 

( ) 20 0
lim 2 lim 0

2 cos 1

p

C z

zf z dz i z
z zδδ

π
λ

−

→ →
= − ⋅ =

+ +∫ ，所以 

( )2 20

sin sin2
1 2 cos sin sinsin 1

p
ip

ip

x pdx ie
x x pe

π
π

pλ π λπ
λ π λλ

−∞ −
−

= =
+ + −∫ 。 

（3）令 ( )
1

1

azf z
z

−

=
−

，取如下积分路径，规定0 arg 2π≤ ≤ 。 

 



( )( ) ( ) ( ) ( )
12

1
1 0

R

Ria

C C C C
e f x dx f z

δ δ δ

δπ

δ δ

−

′ ′′+
− + + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ dz = ， 

令上式 0, Rδ → →∞，因为 ( )lim 0
RCR

f z dz
→∞

=∫ ， ( )
0

lim 0
C

f z dz
δδ →

=∫ ， 

( ) ( )
1

0 1
lim lim 1

1

a

C z

zf z dz i z i
zδδ

π π
−

′→ →
=− − =

−∫ ， 

( ) ( )
2

1
2

0
lim lim 1

1i

a
ia

C z e

zf z dz i z ie
zπ

δ

π

δ
π π

−

′′→ →
= − − =

−∫ ， 

所以原积分 ( )
2

2

1 cot
1

ia

ia

ei a
e

π

ππ π π+
= =

−
。 

（4）令 ( ) ( )
( )

2

22 2

ln z
f z

z z a
=

+
，取与第（1）小题相同的积分路径，规定 0 arg 2π≤ ≤

则

，

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )2

2 2

2 33 2

ln 4 ln 5 ln
res lim lim

2iz ai z ae

z z ai z z ai zdf ai
dz z z ai z z aiπ→ →

+ − +
= =

+ +
 

           

( ) ( )2 22 2

7 2

3 34ln 3 ln 2 3 ln 4ln 3 ln 2 3 ln
4 4

8 2

a a a i a a

a

π π π π π π a⎡ ⎤− + − + + − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦= ， 

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )3 2

2 2

2 33 2

ln 4 ln 5 ln
res lim lim

2iz ai z ae

z z ai z z ai zdf ai
dz z z ai z z aiπ→− →

− − −
− = =

− −
 

( ) ( )2 22 2

7 2

27 274ln 3 ln 6 9 ln 4ln 3 ln 6 9 ln
4 4

8 2

a a a i a a

a

π π π π π π a⎡ ⎤− + − − + + − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦= 。 

围道积分为： 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 22 2 2 2

ln ln 2
2 res res

R

R

R C C

x x i
dx dx f z dz i f ai f ai

x x a x x a δ

δ

δ

π
π

+
+ + + = + −⎡ ⎤⎣ ⎦

+ − +
∫ ∫ ∫ ∫  

令 0, Rδ → →∞，由于 ( )lim 0
RCR

f z dz
→∞

=∫ ， ( )
0

lim 0
C

f z dz
δδ →

=∫ ，所以 

( )
( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 20 02 2 2 2

2 ln 4 ln4 2 res r
x xdx i dx i f ai f ai

x x a x x a

π
π π

∞ ∞−
+ = + es −⎡ ⎤⎣ ⎦

+ +
∫ ∫ ， 

因此原积分 ( ) ( ){ } ( ) ( )1 1Im 2 res res Re res res
4 2

i f ai f ai f ai f aiπ
π

= + − = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦−  



7 2

3 3ln 1
2 42 2

a
a
π π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
− 。 

 
 

143．设 及( )P z ( )Q z 分别为 阶及 阶多项式，并且m n 2m n≤ − ，且 无非负实根。

考虑函数

( )Q z

( )
( )

ln
P z

z
Q z

的积分，证明
( )
( )

( )
( )0

res ln
P x P z

dx z
Q x Q z

∞ ⎧ ⎫⎪ ⎪= − ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∫
全平面

，0 arg 2z π≤ ≤ 。 

证：令 ( ) ( )
( )

ln
P z

f z
Q z

= z ，取与上题第（1）小题相同的积分路径，规定0 arg 2z π≤ ≤ ，

有
( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
ln ln 2 2 res ln

R

R

R C C

P x P x P z
xdx x i dx f z dz i z

Q x Q x Q zδ

δ

δ
π π

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + + + = ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∫ ∫ ∫ ∫
全平面

， 

即
( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
res ln

R

R

C C

P x P z
dx f z dz z

Q x Q zδδ

⎧ ⎫⎪ ⎪+ + = − ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∫ ∫ ∫
全平面

。              （*） 

由于 0 不是 的零点，则( )Q z ( )
( )

( )
( )0 0

0
lim ln lim ln 0

0z z

P z P
z z z z

Q z Q→ →
⋅ = = ，所以 

( )
0

lim 0
C

f z dz
δδ →

=∫ 。 因 为 ， 所 以2m n≤ −
( )
( ) 1

lnlim ln lim 0n mz z

P z zz z
Q z z − −→∞ →∞
⋅ = = ， 则

。令（*）式( )lim 0
RCR

f z dz
→∞

=∫ 0, Rδ → →∞即得
( )
( )

( )
( )0

res ln
P x P z

dx z
Q x Q z

∞ ⎧ ⎫⎪ ⎪= − ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∫
全平面

。 

 
 

144．利用上题结果计算下列积分：（1）
( )20 21

x dx
x x

∞

+ +
∫ ；（2） 3 30

1 dx
x a

∞

+∫ ； 

（3）
( )( )2 20

1 dx
x a x b

∞

+ +∫ ， ， ；（4）0a > 0b >
( )( )2 2 2 20

1 dx
x a x b

∞

+ +∫ 。 

（1）令 ( )
( )22

ln

1

z zf z
z z

=
+ +

， ( )
( )2 3

2 3
24 3

ln 1 2res lim
3 9 3i

i

iz e

d z zf e
dz z e

π

π

π
π

→
= = −

−
− ， 

( )
( )4 3

4 3
22 3

ln 4 1res lim
39 3i

i

iz e

d z zf e
dz z e

π

π

π
π

→
= =

−
− 。 



原积分 ( ) ( )2 3 4 3 2 3res res 1
3 9

i if e f eπ π π
⎛ ⎞

= − − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（2）令 ( ) 3

ln zf z
z a

= 3+
， 

( ) ( )( )
( )

3

3
25 3

3 3ln 3 3 lnlnres lim
18i

i
iz ae

a i azf ae
az a z aeπ

π
π

π π
→

− − +
= =

+ −
， 

( ) 2 2 2

ln lnres lim
3iz ae

z af a
z az a aπ

iπ
→

+
− = =

− +
， 

( ) ( )( )
( )

5 3

5 3
22 3

5 3 3ln 3 3 ln 5lnres lim
18i

i
iz ae

a i azf ae
az a z aeπ

π
π

π π
→

− − + −
= =

+ −
。 

原积分 ( ) ( ) ( )3 5
2

2 3res res res
9

i if ae f a f ae
a

π π 3 π
= − − − − = 。 

（3）令 ( )
( )( )2 2

ln zf z
z a z b

=
+ +

，则 ( ) 2 2 2 2

ln lnres lim
iz ae

z af a
z b a bπ

iπ
→

+
− = =

+ +
， 

( ) ( )( )
( )

( )2 2 2

2 ln 2 lnlnres lim
4iz be

a b b i a b bzf bi
z a z bi b a bπ

π π
→

− − +
= =

+ + +
， 

( ) ( )( )
( )

( )3 2 2 2

3 2 ln 2 ln 3lnres lim
4iz be

a b b i a b bzf bi
z a z bi b a bπ

π π
→

− − + −
− = =

+ − +
。 

原积分 ( ) ( ) ( ) 2 2

1res res res ln
2

b af a f bi f bi
a b a b

π⎛ ⎞= − − − − − = +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
。 

（4） ( ) ( )( )2 2 2 2

ln zf z
z a z b

=
+ +

，则 ( )
( )( ) ( )2 2 2 2 2

ln 2 lnres lim
4iz ae

z if ai
z ai z b a a bπ

aπ
→

− +
= =

+ + −
， 

( )
( )( ) ( )3 2 2 2 2 2

ln 3 2 lnres lim
4iz ae

z if ai
z ai z b a a bπ

aπ
→

−
− = =

− + −
， 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2

ln 2 lnres lim
4iz be

z if bi
z a z bi b a bπ

bπ
→

−
= =

+ + −
， 

( ) ( )( ) ( )3 2 2 2 2 2

ln 3 2 lnres lim
4iz be

z if bi
z a z bi b a bπ

bπ
→

− +
− = =

+ − −
。 

原积分 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
res res res res

2
f ai f ai f bi f bi

ab a b
π

= − − − − − − =
+

。 

 



145．用类似于 143 题的方法证明 ( ) ( )( ){ }2

0

1ln Re res ln
2

f x xdx f z z
∞

= − ∑∫
全平面

， 

( ) ( )( ){ }2

0

1 Im res ln
2

f x dx f z z
π

∞
= − ∑∫

全平面

，0 arg 2z π≤ ≤ 。其中 ( )f x 满足和第 143

题中
( )
( )

P z
Q z

同样的要求。 

证：令 ，取与 143 题相同的积分路径，规定0 a( ) ( )( )2lnF z f z z= rg 2z π≤ < ，同样有

，( )
0

lim 0
C

F z dz
δδ →

=∫ ( )lim 0
RCR
F z dz

→∞
=∫ 。围线积分为 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2ln ln 2 2 res
R

R

R C C
f x x dx f x x i dx F z dz i F z

δ

δ

δ
π π+ + + + = ∑∫ ∫ ∫ ∫

全平面

， 

即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }24 4 ln 2 res
R

R R

C C
f x dx i f x xdx F z dz i F z

δδ δ
π π π− + + = ∑∫ ∫ ∫ ∫

全平面

。 

令上式 0, Rδ → →∞得 ( ) ( ) ( )( ){ }2

0 0

1ln res ln
2

f x dx i f x xdx i f z zπ
∞ ∞

− = ∑∫ ∫
全平面

， 

比较两边实部和虚部即得证。 
 
 

146．利用上题结论计算下列积分：（1） 2 20

ln x dx
x a

∞

+∫ ， ；（2）0a >
( )( )0

ln x dx
x a x b

∞

+ +∫ ，

；（3）0b a> >
( )20

ln x dx
x a

∞

+∫ ， ；（4）0a >
( )2 20

ln x dx
x a b

∞

+ +∫ ， 均为正数。 ,a b

（1）令 ( ) ( )2

2 2

ln z
f z

z a
=

+
，则 ( ) ( )

2

2 2 2ln ln 4lnres lim
2 8iz ae

z a af ai i
z ai a aπ

π π
→

−
= = +

+
， 

( ) ( )
3 2

2 2 2ln 3 ln 4ln 9res lim
2 8iz ae

z a af ai i
z ai a aπ

π π
→

−
− = = − +

−
。 

原积分 ( ) ( ){ }1 lRe res Re res
2 2

af ai f ai
a
nπ

= − + − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 。 

（2）令 ( ) ( )
( )( )

2ln z
f z

z a z b
=

+ +
，则 ( ) ( )2 2 2ln ln 2 lnlim

iz ae

z a af a i
z b b a b aπ

π π
→

−
− = = +

+ − −
， 

( ) ( )2 2 2ln ln 2 lnlim
iz be

z b bf b i
z a b a b aπ

π π
→

−
− = = −

+ − −
。 



原积分 ( ) ( ){ } ( ) ( )
2 2 ln ln1 lnRe res Re res

2 2

babb a af a f b
b a b a
−

= − − + − = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ − −
ln

2
。 

（3）令 ( ) ( )
( )

2

2

ln z
f z

z a
=

+
，则 ( ) ( )2 2 ln 2res lim ln

iz ae

d af a z
dz a aπ

i π
→

− = = − − 。 

原积分 ( )1 lRe res
2

af a
a

= − − =⎡ ⎤⎣ ⎦
n

。 

（4）令 ( ) ( )
( )

2

2 2

ln z
f z

z a b
=

+ +
，则 ( ) ( )

1tan
2 2

2ln
res lim

bi
az a b e

z
f a bi

z a biπ⎛ ⎞−−⎜ ⎟
⎝ ⎠→ +

− + =
+ +

 

( ) ( )
2

1 2 2 1 2 21 1 1tan ln tan ln
2 2 4

b ba b i a b
b a b a

π π− − 2
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
， 

( ) ( )
1tan

2 2

2ln
res lim

bi
az a b e

z
f a bi

z a biπ⎛ ⎞−+⎜ ⎟
⎝ ⎠→ +

− − =
+ −

 

( ) ( )
2

1 2 2 2 2 2 11 1 1tan ln ln tan
2 2 4

b ba b i a b
b a b

π π− −

a
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
。 

原积分 ( ) ( ){ } ( )1 21 1Re res Re res tan ln
2 2

b 2f a bi f a bi a b
b a

−= − − + + − − = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 。 

 
 
147．按照指定的积分围道，考虑适当的复变积分，计算下列定积分： 

（1）
( )2

2 40

1 cos
1

x ax
dx

x x
∞ +

+ +∫ ， 2 40

sin
1

x ax dx
x x

∞

+ +∫ ， ；（2）0a >
0

cos xx e dx
x

∞ −
∫ ；（3）

1

ax

x

e dx
e

∞

−∞ +∫ ，

；（4）0 a< <1
( )

( )

341

30

1

1

x x
dx

x

−

+∫ 。 

 

（1） 令 ( ) ( )2

2 4

1
1

iazz e
f z

z z
+

= =
+ +

，则 



( ) ( )
( )( )3

2 3
3 2

3 2

1 1res lim sin cos
2 21 2 3i

iaz
ai

iz e

z e a af e e i
z e z zπ

π
π

−

−→

+ ⎛ ⎞= = − −⎜ ⎟− + + ⎝ ⎠
+ ， 

( ) ( )
( )( )2 3

2 3
2 3 2

2 2 3

1 1res lim sin cos
2 21 2 3i

iaz
ai

iz e

z e a af e e i
z z z eπ

π
π

−

−→

+ ⎛ ⎞= = − ⎜ ⎟− + − ⎝ ⎠
+ ， 

对围道积分取 得 R →∞

( ) ( ) ( ){ }
2

3 2
2 40

1 cos 1 Re 2 res res
1 2

i i
x ax

dx i f e f e
x x

π ππ
∞ +

⎡ ⎤= +⎣ ⎦+ +∫ 3  

                  ( ) ( )
3

3 2 3 2Im res res cos
23

ai i af e f e eπ π ππ
−

⎡ ⎤= − + =⎣ ⎦ 。 

令 ( ) 21

iazzef z 4z z
=

+ +
，则 

( ) ( )( )3

3
3 2

3 2

1res lim sin cos
2 21 2 3i

iaz ai
iz e

ze a af e e i
z e z zπ

π
π

−

−→

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟− + + ⎝ ⎠
− ， 

( ) ( )( )2 3

3
2 3 2

2 2 3

1res lim sin cos
2 21 2 3i

iaz ai
iz e

ze a af e e i
z z z eπ

π
π

−

−→

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟− + − ⎝ ⎠
+  

对围道积分取 得 R →∞

( ) ( ){ }3 2
2 40

sin 1 Im 2 res res
1 2

i ix ax dx i f e f e 3

x x
π ππ

∞
⎡ ⎤= +⎣ ⎦+ +∫  

               ( ) ( )
3

3 2 3 2Re res res sin
23

ai i af e f e eπ π ππ
−

⎡ ⎤= + =⎣ ⎦ 。 

（2） 令 ( )
izef z
z

= ，则 ( )lim 0
RCR

f z dz
→∞

=∫ （由 Jordan 引理的证明过程可看出对于上半 

平面张角小于π 的弧该定理仍成立）， ( )
0 0

lim lim
2 2

iz

C z

i if z dz e
δδ

π π
→ →

= − =∫ − ，围道积分为： 

( ) ( ) 0
R

ix yR

R C C

e edx dy f z dz
x y δ

δ

δ

−

+ + +∫ ∫ ∫ ∫ = ，令 0, Rδ → →∞得
0 2

ix xe e dx i
x

π−∞ −
=∫ ，

两边取实部即可得
0

cos 0
xx e dx

x
∞ −

=∫ 。 

（3） 令 ( )
1

az

z

ef z
e

=
+

，则 ( )
( )

res lim
1

az
ia

z i z

ef i
e

e π

π
π

→
= =

′+
− 。类似于 141 题第（6） 

小题作法可证 和( )lim 0
RLR

f z dz
→∞

=∫ ( )lim 0
RLR

f z dz
′→∞

=∫ （也可证
1

ax

x

e dx
e

∞

−∞ +∫ 收敛）。 



围道积分为 ( ) ( )2 2
1 1 R R

ax axR Ria ia
x xR R L L

e edx e dx f z dz ie
e e

π ππ
−

′−
+ + + = −

+ +∫ ∫ ∫ ∫ 。 

令 可得R →∞ 2

2
1 1 sin

ax ia

x ia

e iedx
e e

π

π a
π π

π
∞

−∞

−
= =

+ −∫ 。 

（4）令 ( ) ( )
( )

34

3

1

1

z z
f z

z

−
=

+
，规定割线上岸 ( )arg 0,arg 1 0z z= − = ，则割线上岸的积分

为
( )

( )

341

3

1

1

x x
dx

x

δ

δ

− −

+∫ ，割线下岸积分为
( )
( )

( )
( )

3 324 41

3 31

1 1

1 1

ix x e x x
dx i dx

x x

π
δ δ

δ δ

−
−

−

⎡ ⎤− −⎣ ⎦ = −
+ +∫ ∫ 。 

由于 ( ) ( )
( )

34

3

1
lim lim 0

1z z

z z z
zf z

z→∞ →∞

−
=

+
= 与幅角无关，所以 ( )lim 0

RCR
f z dz

→∞
=∫ 。 

( ) ( )
( )

34

30 0

1
lim 2 lim 0

1C z

z z z
f z dz i

zδδ
π

→ →

−
= − =

+∫ （与幅角无关）， 

( ) ( ) ( )
( )

34

30 1

1 1
lim 2 lim 0

1C z

z z z
f z dz i

zδδ
π

′→ →

− −
= − =

+∫ （与幅角无关）， 

( ) ( )
2

3 41 4
2

1 2

1res 1 lim 1
2 iz e

z

df z
dzπ→

− →

⎡ ⎤− = −⎣ ⎦z  

         ( ) ( ) ( )3 4 1 4 5 47 4 3 4 1 4 1 4 4

1 2

3 3lim 1 2 1 1 2
32 64i

i

z e
z

z z z z z z e
π

π− −− −

→
− →

⎡ ⎤= − − + − + − = −⎣ ⎦
−

。 

围道积分为 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

341 3 4 4
3

1 31 2 res
641 R

i

C C C

x x
i dx f z dz i f i

x δ δ

δ
1 2 e π

δ
π π

−

′

−
− + + + = − = −

+∫ ∫ ∫ ∫ ， 

令 0, Rδ → →∞得
( )

( )

34 41 3 4 1 4
30

1 3 32 2
64 1 641

ix x edx i
ix

π

π π
−

= − =
−+∫ 。 

 
 
148．按照指定的被积函数，选择适当的积分围道，计算下列积分： 

（1）
0

cos
cos
n d

a ib
π ϕ ϕ

ϕ−∫ ， ，被积函数为0, 0a b> > 2 2

nz
bz iaz b+ +

； 

（2） 20

1cos
1 2

bx ax bx dx
x

∞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟+ ⎝ ⎠∫ ， ，被积函数为0, 1 1a b≥ − < < 21

iaz be z
z+

； 



（3）
( )20 2ln

dx
x x π

∞

⎡ ⎤+⎣ ⎦
∫ ，被积函数为

1
lnz z

； 

（4）
( )

1

20 2

tan

1 2

x x dx
x

−∞

+
∫ ，被积函数为

( )
( )22

ln 1

1 2

z i

z

−

+

z
； 

（5）
( )

20

cos ln
1

x
dx

x
∞

+∫ ，被积函数为 2 1

iz
z −

； 

（6）
2

20

sin 2
1 2 cos 2

r d
r r

π θ θ θ
θ− +∫ ，被积函数为

( ) ( )
( )

2 2 22

ln 12
11 1

izzr
zz r r
−

++ + −
。 

（1）
2 2

2 21 0 02 2

n in i
i

i i iz

z e edz i e d i
bz iaz b be iae b be ia be

ϕ ϕπ πϕ

2

n

i

d
ϕ ϕ ϕ

ϕϕ −=
= =

+ + + + + +∫ ∫ ∫ ϕ  

            
2 2

0 0

1 1 1
2 cos 2 cos 2 cos

in in ine d e d e d
a ib a ib a ib

ϕ ϕπ π π

π

ϕϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

= = +
− − −∫ ∫ ∫  

            
0 0

1 1
2 cos 2 co

in ine d e d
a ib a ib

ϕ θπ π

s
ϕ θ
ϕ θ

−

= +
− −∫ ∫ （作代换 2θ π ϕ= − ） 

            
0

cos
cos
n d

a ib
π ϕ ϕ

ϕ
=

−∫  

记 ( ) ( )( )2
1 22

n nz zf z
bz iaz b b z z z z

= =
+ + − −

，其中
2

1 2 1a az i
b b

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

2

2 2 1a az i
b b

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
1，显然 z 在单位圆内， 2z 在单位圆外。 

( ) ( ) ( )
1

2

2
2 2

1 2 2 2
2

2

1
1res lim

22 1

n

n
nn n

z z

a ai
b bz if z a

b z z ba i a bbi
b

→

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= = = +⎜ ⎟− ⎝ ⎠+

+

b a− ， 

原积分 ( ) ( )2 2
1 2 2

2 res
n nii f z a b a

ba b
ππ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠+
− 。 

（2）令 ( ) 21

iaz be zf z
z

=
+

，规定0 arg 2z π≤ ≤ ，则 ( )
2

2res lim
2i

biaz b a i

z e

e z ef i e
z i iπ

π−

→
= =

+
， 

( )
3 2

3
2res lim

2i

biaz b a i

z e

e z ef i
z i iπ

e
π

→
− = = −

−
。取如下积分路径： 



 

易得 ( ) ( ) ( )2 20

sh
2 2res res

1 s1

b iax

ib

ba i
x e idx f i f i i

x be π in

π
π π

π
∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= + − = −⎡ ⎤⎣ ⎦+ −∫  

              
ch sh

2cos 2sin
2 2

a aib bπ π π

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

所以 20

cos ch
1 2cos

2

bx ax adx bx
π π

∞
=

+∫ ， 20

sin sh
1 2sin

2

bx ax adx bx
π π

∞
= −

+∫ 。 

原积分 ( )2 20 0

cos sincos sin ch sh
2 1 2 1 2 2

b b
ab x ax b x axdx dx a a e

x x
π π π∞ ∞ −= + = −

+ +∫ ∫
π

= 。 

（3）令 ( ) 1
ln

f z
z z

= ，规定 arg zπ π− ≤ ≤ ， ( )
( )

0

1res 1 lim 1
ln

iz e
f

z z→
= =

′
。积分路径如

下： 

 

( ) ( ) 1lim 2 lim 2 lim 0
lnRCR z z

f z dz i zf z i
z

π π
→∞ →∞ →∞

= =∫ = ， 

( ) ( )
0 0

1lim 2 lim 2 lim 0
lnC z z

f z dz i zf z i
zδδ

π π
→ → →

= − = − =∫ 0
， 



割线上岸有
iz re π= ，积分为

( ) ( ) ( )
1 1

ln ln
Ri

iR
d re dx

re r i x x i
δ π

π δπ π
= −

+ +∫ ∫ ，同样可得割

线下岸积分为
( )

1
ln

R
dx

x x iδ π−∫ 。围道积分为： 

( ) ( )1 1 1 2
ln ln R

R

C C
dx f z dz i

x x i x i δδ
π

π π
⎛ ⎞− + +⎜ ⎟− +⎝ ⎠∫ ∫ ∫ = 。 

令 0, Rδ → →∞得
( )20 2

2 2
ln

dxi i
x x

π π
π

∞
=

⎡ ⎤+⎣ ⎦
∫ ，即

( )20 2
1

ln
dx

x x π

∞
=

⎡ ⎤+⎣ ⎦
∫ 。 

（4）令 ( ) ( ) ( )
2 2

2

ln 1 ln 1
1 1 14 4
2 2 2

z iz z iz
f z

z z i z i

− −
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛+ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

2
⎞
⎟
⎠

。 

( ) ( ) ( )
2 31 1

2 2

1ln 1 2 ln 1
ln 11 1 2res lim lim

2 1 14 4
2 2

z i z i

iziz z i z iz
z izd izf i

dz
z i z i

→ →

⎛ ⎞⎡ ⎤− − + − −⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎛ ⎞ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠= =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

           ( )1 2 1
8

= − − 。 

i− 和 是∞ ( )f z 的枝点，可沿虚轴从 i− 向下延伸到∞作为割线，取如下积分路径（在单值

分枝内）： 

 

( ) ( )
( )
2

22

ln 1
lim lim 0

1 2RCR z

z iz
f z dz i

z
π

→∞ →∞

−
= =

+
∫ 。围道积分为： 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )0

2 202 2

ln 1 ln 1 12 res 2 1
421 2 1 2 R

R

R C

x ix x ix
dx dx f z dz i f i i

x x

ππ
−

− − ⎛ ⎞+ + = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠+ +

∫ ∫ ∫ − 。 

由于
( )

( )
( )

( )
( )

( )
0 0

2 2 02 2

ln 1 ln 1 ln 1

1 2 1 2 1 2

R

R R 22

x ix y iy x ix
dx dy dx

x y−

− +
= = −

+ + +
∫ ∫ ∫

x

+
， 



所以
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
10

2 2 20 0 02 2 2

1lnln 1 ln 1 tan1 2
1 2 1 2 1 2 1 2

R R R

R

ixxx ix x ix
22

x xixdx dx dx i dx
x x x

−

−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − +⎝ ⎠+ = = −

+ + + +
∫ ∫ ∫ ∫

x
。 

令围道积分 得R →∞
( )

( )
1

20 2

tan2 2
41 2

x xi dx i
x

π−∞
− = −

+
∫ 1− ， 

即

( )
( )

1

20 2

tan 2 1
81 2

x x dx
x

π−∞
= −

+
∫ 。 

（ 5 ）令 ( )
ln

2 21 1

i iz ef z
z z

= =
− −

z

， 0 和 ∞ 是其枝点，以负实轴作为割线，规定

arg zπ π− < ≤ ，则 ( )
0

ln 1res 1 lim
1 2i

i z

z e

ef
z→

=
+

= 。可取如下积分路径： 

 

正虚轴上有
2iz re π= ，积分为 ( )

ln
ln2

2 2
2 21 1

i r i
i xRi

R

e ed re ie dx
r x

π

δ π π

δ

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

−=
− − +∫ ∫ ， 

负虚轴上
2iz re π−= 积分为

ln
2

2 1

i xR eie dx
x

π

δ +∫ 。围道积分为 

( ) ( ) ( )
ln

22 ch 2 res 1
2 1 R

i xR

C C

ei dx f z dz i f i
x δδ

π π π+ + =
+∫ ∫ ∫ = 。 

由 于 ( )
( ) ( )( ) ( )

( )
1 ln arg ln arg1 ln

ln arg
2 2 21 1 1

i z i z z zi z
i z ze e ezf z e

z z z

+ + −+
+= = =

− − −
， 0z → 时 ln z →−∞ ，

( )ln arg 0z ze − → （与arg z无关），所以 ( )
0

lim 0
C

f z dz
δδ →

=∫ 。 

( ) ( ) ( )( )
1

1 ln arg1
2

1 1 1lim lim lim lim lim
1 2 2 2

ii
i z i zi

z z z z z

i zz i izf z z e
z z

+
− + +− +

→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

+ + +
= = = =

−
 



       ( ) ( )ln arg ln arg1 lim 0
2

z z i z z

z

i e e− − −

→∞

+
= = （与 arg z无关）， 

所以 ( )
0

lim 0
RCR

f z dz
→

=∫ 。令围道积分 0, Rδ → →∞得

ln

20 1 2ch
2

i xe dx
x

π
π

∞
=

+∫ 。 

（6）见附录。 
 
 

149．变换
1

bx at
x
+

=
+

，即
t ax
b t
−

=
−

，试利用此类变换证明 ( ) ( )
1

1 1

1 0

1
1

m
mt g t dt x f x dx

t

−
∞ −

−

+⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠∫ ∫ ， 

其中 ( )
( )2

2 1
11

xf x g
xx
−⎛ ⎞= ⎜ +⎝ ⎠+

⎟。假定有关的积分均存在。 

证：令
1
1

tx
t

+
=

−
，则

1
1

xt
x
−

=
+

，
( )2

2
1

dt dx
x

=
+

。所以 

( )
( )

( )
1

1 1 1
21 0 0

1 1 2
1 1 1

m
m mt xg t dt x g dx x f x dx

t x x

−
∞ ∞− −

−

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ +∫ ∫ ∫ 。 

 
 

150．利用上题结果，计算下列积分：（1）
1

1

1

1
1

mt dt
t

−

−

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠∫ ，0 2m< < ； 

（2）
1

1

21

1
1 1

mt d
t t

−

−

+⎛ ⎞
⎜ ⎟− +⎝ ⎠∫

t
， 。 0 2m< <

（1）原积分
( )

1

20
2

1

mx dx
x

−∞
=

+∫ 。令 ( )
( )

1

21

mzf z
z

−

=
+

，选取如下积分路径： 

 

可得原积分
( )2 1
sin

m
m

π
π

−
= 。 



（2）原积分

1

20 1 2sin
2

mx dx mx
π

π

−∞
= =

+∫ （取与上小题相同的积分路径）。 

 
 

151．证明： ，其中( ) ( ) ( )
1 12 1

1 0
1

m mt h t dt x f x d
∞− −

−
− =∫ ∫ x ( )

21 2 1
2 1 1

m xf x h
x x

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
。 

并由此计算积分
21

21

1
1

t dt
t−

−
+∫ 。 

令
1
1

tx
t

+
=

−
，则

1
1

xt
x
−

=
+

， 

( ) ( )
( ) ( )

( )
1

1 12 1
2 21 0 0

4 1 21
11 1

m
m mx xt h t dt h dx x f x d

xx x

−
∞ ∞− −

−

⎡ ⎤ −⎛ ⎞− = =⎢ ⎥ ⎜ ⎟+⎝ ⎠+ +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ x。 

( )( ) ( )
2 1 21

2 21 0

1 2
1 1 1

t xdt dx
t x x

2 1 π
∞

−

−
= =

+ + +∫ ∫ − （取与上小题相同的积分路径）。 

 
 

152．（1）证明： ( ) ( )
1

1 0

1ln ln
1

t g t dt f x xdx
t

∞

−

+⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠∫ ∫ ，其中 ( )
( )2

2 1
11

xf x g
xx
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟+⎝ ⎠+

。 

（2）计算积分
1

1

1ln
1 1

t dt
t c−

+⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎝ ⎠∫ t

， 1c < 。 

（1）令
1
1

tx
t

+
=

−
，则

1
1

xt
x
−

=
+

， 

( )
( )

( )
1

21 0 0

1 1 2ln ln ln
1 1 1

t xg t dt xg dx f x xdx
t x x

∞ ∞

−

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ +∫ ∫ ∫ 。 

（2）
( )

1

1 0

1 2 lnln
11 1 1 1
1

t dt x dx
ct ct c x x
c

∞

−

+⎛ ⎞ =⎜ ⎟ +− − − ⎛ ⎞⎝ ⎠ + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ ∫ 。令 ( ) ( )

( )

2ln
11
1

z
f z

cz z
c

=
+⎛ ⎞+ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

，取

与上小题相同的积分路径可得原积分

21 1ln
2 1

c
c c

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
。 

 
 
 
 



附录： 
148．（6）用原题给的被积函数没做出来：（ 

取被积函数为 ( ) iz

zf z
r e −=
−

，积分路径如下图： 

 

1r > 时， 是lni r ( )f z 的一阶极点， ( )
( )ln

lnres ln lim
z i r iz

z rf i r
rr e

→ −
= =

′−
。 

如上图，底边积分
0 0

0 0ix ix ix ix

x x x xdx dx dx dx
r e r e r e r e

π π

π π− −−
= + = +

− − − −∫ ∫ ∫ ∫ −  

        20

sin2
1 2 cos

x xi d
r x r

π
= − x

− +∫ 。 

顶边积分 ( ) R ix R ixi x iR

x iR x iRdx dx dx
r e e r e er e

π π π

π π π

− − −

− −− +

+
= = +

− −−∫ ∫ ∫ 。 

由于
2

2 2 0

2
2 cosR ix R RR R

xx dx dx xdx
r e e e r e rr re e

π π π

π π

π
θ

−

− −
≤ ≤

− −− +
∫ ∫ ∫ =

−
， 

2
R ix R R

iR R Rdx dx
r e e e r e r

π π

π π

π−

− −
≤ =

− −∫ ∫ −
，所以顶边积分 （ ）。 0→ R →∞

左边积分+右边积分 ( ) ( )

0

0 0

12
R R

yi iy i iyR

iy iyi dy i dy i
r er e r eπ π dyπ π π

− − + − +

− + +
= + =

+− −∫ ∫ ∫  

       ( ) ( )
00

2 22 ln 1 ln 1 ln
1

yR Ry R
y

e i ii dy re r re
re r r

π ππ
−

− −
− 1⎡ ⎤= = − + = + − +⎣ ⎦+∫ 。 

当 时，该积分R →∞ ( )2 ln 1i r
r
π

→ + 。 

所以 时围道积分R →∞ ( )20

sin 22 l
1 2 cos

x x ii dx
r x r r

π
n 1 rπ

= − + +
− +∫  

                     ( ) ln2 res ln 2 ri f i r i
r

π π= = ， 

所以 20

sin 1ln 1
1 2 cos

x x dx
r x r r r

π π ⎛ ⎞= +⎜− + ⎝ ⎠∫ ⎟，即 

2

2 20 0

sin 2 sin 1ln 1
1 2 cos 2 4 1 2 cos 4

r r x xd dx
r r r x r

π πθ πθ θ
θ

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟− + − + ⎝ ⎠∫ ∫ r
+ 。 



 

1r < − 时， ( )lni rπ± + − 是 ( )f z 的一阶极点，如上图， 

( )
( )

( ) ( ) ( ) 2

0 ln

ln
lim lim ln

C z i r

r
f z dz i z i r f z i

r rδδ π

ππ π π
→ → + −

−
= − − − − = − −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ， 

( )
( )

( ) ( ) ( ) 2

0 ln

ln
lim lim ln

C z i r

r
f z dz i z i r f z i

r rδδ π

ππ π π
′→ →− + −

−
= − + − − = − +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ 。 

左边积分+右边积分 

( ) ( )
0

2 2 2ln 1 ln 1 ln 1 ln 1
Ry Ri i ire r re r

r r r
π π π− −⎡ ⎤= − + = − − − + → − −⎣ ⎦ （ ）。 R →∞

围道积分 ( ) ( )
20

lnsin 22 ln 1 2
1 2 cos

rx x ii dx r i
r x r r r

π π π
−

= − + − − − =
− +∫ 0 ，即 

2

2 20 0

sin 2 sin 1ln 1
1 2 cos 2 4 1 2 cos 4

r r x xd dx
r r r x r

π πθ πθ θ
θ

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟− + − + ⎝ ⎠∫ ∫ r
+

1

。 

1 r− < < 时，极点位于下半平面，所以围道积分为 

( )20

sin 22 ln
1 2 cos

x x ii dx r
r x r r

π
1 0π

− +
− +∫ + = ，即 ( )

2

20

sin 2 1
1 2 cos 2 4

r d r
r r

π θ πθ θ
θ

= +
− +∫ 。 

 
 



153．若函数 ( )f z 在右半平面 内解析，且满足Re 0z > ( ) ( )1f z zf+ = z ， ，证

明

( )1 0f ≠

( )f z 能够解析延拓到全平面， 0, 1, 2,z = − − "除外。 

令 ( ) (1
1 1f z f z
z

= + ) ，他在 Re 内解析（除1z > − 0z = 外），由于在 内有Re 0z >

( ) ( )1f z f z= ，所以 ( )1f z 就是 ( )f z 在 内的解析延拓。同样的，令Re 1z > −

( ) ( ) (2
1 2

1
f z f z

z z
= +

+
)，它在 内解析（除Re 2z > − 0, 1z = − 外），由于在 内

有

Re 1z > −

( ) ( ) (2
1 1 )1f z f z f
z

= + = z ，即它是 ( )1f z 在 内的解析延拓。同样的，可得到Re 2z > −

( )f z 在全平面上的解析延拓（ 除外）。 0, 1, 2,z = − − "

 
 

154．证明 与( ) 2 2
1 1f z az a z= + + +" ( ) ( )

( )
( )
( )

2 2

2 2 3

1 11
1 1 1

a z a z
f z

z z z
− −

= − + −
− − −

"+ 互为解

析延拓。 

当 1az < ，即
1z
a

< 时， ( )1
1

1
f z

az
=

−
。 

当
( )1

1
1

a z
z

−
<

−
时， ( ) ( )2

1 1 1
11 11
1

f z
a zz a
z

= =
−− −

+
−

z
。 

将
( )1

1
1

a z
z

−
<

−
化成 ( )21 1 1a zz z z− − + + − < 0，这是圆内（外）方程（见习题 02 第 47

题），圆心为 2
1

1 1
c

a
= −

− −
，半径为

2

1

1 1

a
R

a

−
=

− −
。 

若 1 a− >1，这是圆内方程，圆心在负实轴，且 R c> ；若 1 a 1− < ，这是圆外方程，圆

心在正实轴，且 R c< 。 

当 1 1a− = ， ( )21 1 1a zz z z− − + + − < 0化为
1
2

x < 。 

这三种情况 ( )21 1 1a zz z z− − + + − < 0都与
1z
a

< 有交集，如下图所示。 

在交集上有 ( ) ( )1 2f z f z= ，所以两者互为解析延拓。 



 
 
 

155．证明级数 1
1

1 1
1 1n

n
nz z

∞

+
=

⎛ ⎞−⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ 在区域 1z < 与 1z > 内分别代表两个解析函数，但不

互为解析延拓。 

( ) 1 2 2 3
1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

N

N n n N N
n

S z 1z z z z z z z z+ +
=

⎛ ⎞= − = − + − + − + − +⎜ ⎟− − − − − − − −⎝ ⎠
∑ "  

      1

1 1
1 1Nz z+= −
− −

。 

1z < 时， ( ) ( ) 1lim 1
1 1NN

zS z S z
z z→∞

= = − = −
− −

， 1z > 时， ( ) 1
1

S z
z

= −
−

。显然两者

不互为解析延拓。 
 
 

156．已知： ( ) 2 2 4 8

0

n

n
f z z z z z z

∞

=

= = + + + +∑ "， 1z < 。（1）证明： 1z = 是 ( )f z 的奇

点；（2）证明： ( ) ( 2 )f z z f z= + ，因此
2 1z = 的根也都是 ( )f z 的奇点；（3）类似的证明：

2 1
k

z = 的 个根也是2k ( )f z 的奇点， 为任意正整数；（4）由此证明：不可能将k ( )f z 解

析延拓到单位圆外。 

（1） ，即( )
0

1 1
n

f
∞

=

= →∑ ∞ 1z = 是 ( )f z 的奇点。 

（2） ( ) ( )12 2 2

0 1

n n

n n
f z z z f z

+
∞ ∞

= =

= = =∑ ∑ z− 。 

（3） ( ) ( ) ( )2 2 4f z z f z z z f z= + = + +  

           ( )12 4 2 2k k

z z z z f z
−

= = + + + +" "  



（4）对于任意包含单位圆上一段弧的区域，总存在 ，使得N 2 1
N

z = 的某个根落入该区

域，所以不可能将 ( )f z 解析延拓到单位圆外。 

 
 

157．求下列各积分的一致收敛区域：（1）
11

0 1

zt dt
t

−

−∫ ；（2）
0

sin
z

tdt
t

∞

∫ ；（3） ；

（4）

2

0

zte dt
∞ −∫

0 1

zte dt
t

−∞

+∫ 。 

（1）Re 0z δ≥ > 时，在 上有(0,1t∈ )
( )

1

1 21

1
1 1

zt
t t tδ

−

−
≤

− −
，由于1 1δ− < ，

1 1
2
< ，所

以
( )

1

1 210 1
dt

t tδ− −∫ 收敛，所以
11

0 1

zt dt
t

−

−∫ 在Re z δ≥ 上一致收敛。 

（2）原积分
1

0 1

sin sin
z z

t tdt dt
t t

∞
= +∫ ∫ 。 

当Re 2z δ≤ − （ 0δ > ）时，在 ( )0,1t∈ 上有 2 1

sin 1
z

t t
t t tδ δ− −≤ = 。由于

1

10

1 dt
t δ−∫ 收敛，

所以
1

0

sin
z

tdt
t∫ 在Re 2z δ≤ − 上一致收敛。 

当Re 0z δ≥ > 时，
1 1
zt tδ
≤ 一致单调趋于零，

1
sin cos1 cos 2

b
tdt b= − ≤∫ ，由狄里克莱

判别法可知
1

sin
z

tdt
t

∞

∫ 一致收敛。所以原积分在 Re 2zδ δ≤ ≤ − 上一致收敛。 

（3）Re 0z δ≥ > 时，
2 2zt te e δ− −≤ ，由于 收敛，所以原积分一致收敛。 

2

0

te dδ∞ −∫ t

（4） Re 0z δ≥ > 时，
zt te e δ− −≤ ，所以 一致收敛，又由于

0

zte dt
∞ −∫

1
1 t+

单调有界，由

Abel 判别法可知原积分一致收敛。 
 
 

158．证明：（1） ( )
1

1

0

1ln
z

z dx
x

−
⎛ ⎞Γ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 0z >，Re ； 

（2） ( ) 1z t

L
z t e d− −∫ Re 0z >tΓ = ， ， 是自原点发出的射线，L 0 t< < ∞， arg

2
t π
< ； 

（3） ( ) ( ) 1

1
0

1 1
!

n
z t

n

z t e dt
n n z

∞ ∞ − −

=

−
+

+∑ ∫ 0, 1, 2,zΓ = ， ≠ − − "。 



（1）作代换
1ln t
x
= ，即

tx e−= ，则 ( )
1

1 0 1

0

1ln
z

z tdx t e dt z
x

−
− −

∞

⎛ ⎞ = − = Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ 。 

（2）令 ( ) 1z tf t t e− −= ，在如下的围道上积分： 

 

( ) ( ) ( ) 0
R

R

L C C
f t dt f x dx

δ δ
+ + − =∫ ∫ ∫ ∫ 。 

由于 （ ），所以( )
0 0

lim lim 0z t

t t
tf t t e−

→ →
= = Re 0z > ( )

0
lim 0

C
f t dt

δδ →
=∫ ， 

由于 ，所以( )lim lim 0z t

t t
tf t t e−

→∞ →∞
= = ( )lim 0

RCR
f t dt

→∞
=∫ 。 

令围道积分 0, Rδ → →∞ Γ既可得 。 ( )1 1

0

t z x z

L
e t dt e x dx z

∞− − − −= =∫ ∫

（3） ( ) ( ) 1
1 11 1 1

0 1 0 1
0

1
!

n n z
z t z t z t

n

t
z t e dt t e dt dt t e dt

n

+ −∞∞ ∞− − − − − −

=

−
Γ = + = +∑∫ ∫ ∫ ∫  

可求得级数
( ) 1

0

1
!

n n z

n

t
n

+ −∞

=

−
∑ 的收敛半径为∞，所以上式中积分与求和可交换顺序，即 

( ) ( ) 1 1 1

0 1
0

1
!

n
n z z t

n

z t dt t e dt
n

∞ ∞+ − − −

=

−
Γ = +∑ ∫ ∫ 。 时有Re 0z >

1 1

0

1n zt dt
n z

+ − =
+∫ ，即 

( ) ( ) 1

1
0

1 1
!

n
z t

n

z t
n n z

∞ ∞ − −

=

−
Γ = +

+∑ ∫ e dt 。 

任取一有界单连通闭区域G （排除 0, 1, 2,z = − − "），有 

( )
( )2 2

1 1 1 1 1
! !

n

n n z n n yn x y

−
=

+ + + !
≤ 。由于G 有界且不含原点，必存在 M ，使在G 上

有
1 M
y
≤ 。由于

!
M
n∑ 收敛，所以

( )1 1
!

n

n n z
−

+∑ 在G 上一致收敛，所以在 上解析。

由

G

G 的任意性可知该级数在全平面（排除 0, 1, 2,z = − − "）上解析。上式可作为 ( )zΓ 在全

平面上的解析延拓。 
 
 



159．将下列连乘积用 函数表示出来：（1）Γ ( )2 !!n ；   （2） ( )2 1 !n− !

)

； 

（3）( )( ) (1 2 nρ ρ+ + +" ρ ；（4） ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0n n n nρ ρ ρ ρ ρ ρ+ − + − − + − +1⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦" 。 

（1） ( ) ( )( )( ) ( )( ) (2 !! 2 2 2 2 4 2 2 1 2 1 2 ! 2 1n nn n n n n n n n n= − − = − − = = Γ" " )n + 。 

（2） ( ) ( )( ) ( )( )( )( )
( )

2 2 1 2 2 2 3 2
2 1 !! 2 1 2 3 1

2 !!
n n n n

n n n
n

1− − −
− = − − =

"
"

⋅
 

              
( )
( )

( )
( )

2 ! 2 1
2 !! 2 1n

n n
n n

Γ +
= =

Γ +
。 

（3） ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1n n n n n nρ ρ ρ ρ ρ ρΓ + + = + Γ + = + + − Γ + − ="1  

             ( )( ) ( ) ( )1 1n nρ ρ ρ ρ= + + − + Γ +" 1  

所以 ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1 2

1
n

n
ρ

ρ ρ ρ
ρ

Γ + +
+ + + =

Γ +
" 。 

（4） ( ) ( ) ( ) ( )( )21 1 1 1n n n n n nρ ρ ρ ρ ρ⎡ ⎤+ − + = − + − + = + + −⎣ ⎦ ρ ， 

原式 ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 1
1 1 1

1
n n

n n n n
ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ
ρ ρ

Γ + + Γ + −
= + + + + ⋅ − − − − =

Γ + Γ −
" " 。 

 
 

160．设 ( ) ( ) ( )
( )

ln
zdz z

dz z
ψ

′Γ
= Γ =

Γ
，证明：（1） ( ) ( )11z z

z
ψ ψ+ = + ； 

（2） ( ) ( ) 1 1 1
1 1

z n z
z z z n

ψ ψ+ − = + + +
+ +

"
−

；（3） ( ) ( ) (1 c )otz z zψ ψ π π− − = ； 

（4） ( ) ( ) 12 2 2ln 2
2

z z zψ ψ ψ ⎛ ⎞− − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（1）对 ( ) (1 )z z zΓ + = Γ 两边取对数，再微商即可证。 

（2）由 ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1z n z n z n z z zΓ + = + − + − + Γ" 可证。 

（3）由 ( ) ( ) ( )
1

sin
z z

z
π
π

Γ Γ − = 可得。 

（4）由 ( ) ( )2 11 12 2
2

zz z
π

− ⎛ ⎞Γ = Γ Γ +⎜
⎝ ⎠

z ⎟可得。 



161．证明： ( )zψ 仍以 0 及负整数为其一阶极点，并求其留数。 

由上题第（2）小题结论， ( ) ( ) 1 1 11
1

z z n
z z z n

ψ ψ= + + − − − −
+ +

" 。 ( )1z nψ + + 在

z n= − 的足够小邻域内是解析的（因为 ( ) ( )1 lndz n z n
dz

1ψ + + = Γ + + ， + + 是而 ( )Γ

解析的），所以

1z n

z n= − （ "）

)z

0,1, 2,n = 为其一阶极点。 

( ) ( ) (res lim
z n

n z nψ ψ
→−

− = +  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim 1 1 1
1 1z n

z n z n z n
z n z n

z z z n
ψ

→−

+ + +⎡ ⎤
= + + + − − − − − =⎢ ⎥+ + −⎣ ⎦

" −  

 
 

162．定义 ( ) ( )
( )

2

0

1
! 1 2

k k

k

zJ z
k k

ν

ν ν

+∞

=

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠
∑ ，试导出 ( ) ( ) ( )cos

lim
sinn n

J z J z
Y z ν ν

ν

νπ
νπ

−

→

−
= ， 

0,1, 2,n = "的级数表达式。 

由于 z n= − （ ）是0,1, 2,n = " ( )zΓ 的极点，所以有
( )
1 0

n
=

Γ −
。由此可导出 的

一个性质： 。 

( )nJ z

( ) ( ) ( )1 n
n nJ z J z− = −

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2 2

0 0

1 1 1
! 1 2 ! 1 2 ! 1 2

k k k nk n k n k n

n
k k n k

z zJ z
k k n k k n k n k

+− −∞ ∞ ∞

−
= = =

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ − + Γ − + + Γ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

2z +

      ( ) ( )
( ) ( ) ( )

21
1 1

! 1 2

k k n
n n

n
k n

z J z
k k n

+∞

=

− ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠
∑ 。 

当 时， 是多值函数，0 和v n≠ ( )J zν ∞是其枝点，可把负实轴作为割线，规定 arg z π< 。 

用 ( ,ku z )ν 表示 ( )J zν 级数表达式的通项，当 ,z M v L≤ ≤ （ ,M L 是任意正数），k 充分

大时，
( )
( ) ( ) ( )( )

2 2
1 , 1 1 0

, 1 1 2 1 1 2
k

k

u z z M
u z k k k k L

ν
ν ν

+ ⎛ ⎞= ≤ →⎜ ⎟+ + + + + − ⎝ ⎠
，所以该级数在

给定范围内对于 和z ν 是一致收敛的，可对 和z ν 逐项微分； ( )J zν 是ν 的整函数，在 的

单值分枝内是 的解析函数。 

z

z

由于 z n= − 是 ( )zΓ 和 ( )zψ 的一阶极点，且 ( ) ( )1
res

!

n

n
n
−

Γ − = ， ( )res 1nψ − = − ， 



所以可设 ( ) ( ) ( ) ( )2
1 2

11
!

n

z a z n a z n
z n n

⎡ ⎤−
Γ = + + + + +⎢ ⎥

+ ⎢ ⎥⎣ ⎦
" ， 

( ) ( ) ( )2
1 2

1 1z b z n b z n
z n

ψ ⎡ ⎤= − + + + + +⎣ ⎦+
" ，由此得

( )
( ) ( ) 11 !nn

n
n

ψ +−
= −

Γ −
。 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2 2

2
0 0

1 1 1
ln

! 1 2 2 ! 1 2

k kk k

k k

J z k z z z
k k k k

ν ν
ν ν
ν ν ν

+ +∞ ∞

= =

′∂ − Γ + + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ Γ + + Γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

       
( ) ( )

( ) ( )
2

0

1 1
ln

! 1 2

k k

k

k
2

z zJ z
k k

ν

ν

ψ ν
ν

+∞

=

− + + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

0

1 1
ln

! ! 2

k k n

n
kn

J z k n z zJ z
k k n

ν

ν

ψ
ν

+∞

==

∂ − + + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ 2

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

0

1 1
ln

! 1 2

k k

k

J z k z zJ z
k k

ν
ν

ν

ψ ν
ν ν

−∞
−

−
=

∂ − − + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ Γ − + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ 2

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

0

1 1
ln

! 1 2

k k n

n
kn

J z k n z zJ z
k k n

ν

ν

ψ
ν

−∞
−

−
==

∂ − − + ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ Γ − + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ 2

 

      
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 21

0

1 1 1 1
1 ln

! 1 2 ! 1 2

k kk n k nn
n

n
k k n

k n k nz z J z
k k n k k n

ψ ψ− −− ∞

= =

− − + − − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ − + Γ − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ 2

z
 

      ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 21

0 0

1 ! 1 1
1 l

! 2 ! ! 2 2

kk n k nn
n

n
k k

n k kz z J z
k k k n

ψ− +− ∞

= =

⎡ ⎤− − − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ n z

 

当 时，上式右边没有第一项求和。 0n =
利用洛比达法则， 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )cos sin 1lim 1
cos

n
n n

n

J z J z
J z J z J z

Y z
ν ν

ν
ν ν

ν
ν

νπ π νπ
ν ν

π νπ π ν ν

−

−

→
=

∂ ∂
− − ∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂= = − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

     ( ) ( ) 21

0

1 !2 1ln
2 !

k nn

n
k

n kz zJ z
kπ π 2

−−

=

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

                
( )
( ) ( ) ( )

2

0

11 1 1
! ! 2

k k n

k

zk n k
k k n

ψ ψ
π

+∞

=

− ⎛ ⎞− + + + +⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦+ ⎝ ⎠
∑  

 
 

163．计算下列积分：（1）
0

sinx xdxα∞ −∫ ，0 2α< < ，
0

cosx xdxα∞ −∫ ，0 1α< < ； 



（2） ( )1 cos

0
cos sinxx e x dxα θ θ

∞ − −∫ ( )1 cos

0
sin sinx， x e xα θ θ

∞ − −∫ dx ， 0,
2
πα θ> < 。 

（1）令 ( ) zf z z eα− −= ，规定
3arg

2 2
zπ π

− < < ，在下面左图路径上积分： 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 0
R

R r i ir i

R C C
r e dr re e d re f z dz

δ

δ αα π π

δ

−− − −+ + +∫ ∫ ∫ ∫ =  

当0 1α< < 时，0 1 1α< − < ， ( ) 1

0 0
lim lim 0z

z z
zf z z eα− −

→ →
= = ，所以 。 ( )

0
lim 0

C
f z dz

δδ →
=∫

又因为 ，所以 ，因此Re 0z > ( ) 1lim lim 0z

z z
zf z z eα− −

→∞ →∞
= = ( )lim 0

RCR
f z dz

→∞
=∫ 。 

令围道积分 0, Rδ → →∞得 ( )2 2
0 0

1
i iix xx e dx ie x e dx ie
απ απ

α α α
∞ ∞− − − −= − = − Γ∫ ∫ − 。 

取实部和虚部既可得0 1α< < 时有 ( )
0

sin 1 cos
2

x xdxα απα
∞ − = Γ −∫ ， 

( )
0

cos 1 sin
2

x xdxα απα
∞ − = Γ −∫ 。 

157 题第（2）小题已证明
0

sinx xdxα∞ −∫ 在区间 [ ], 2α δ δ∈ − （ 0δ∀ > ）上是一致收敛的，

所以它在 ( ), 2α δ δ∈ − 上是α 的解析函数，由δ 的任意性，它是 ( )0,2 上的解析函数。由

解析延拓原理，0 2α< < 时有 ( )
0

sin 1 cos
2

x xdxα απα
∞ − = Γ −∫ 。 

（2）取 ( ) 1 zf z z eα− −= 在上面右图路径上的积分， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 cos sin1 0
R

R r ir i i

R C C
r e dr re e d re f z dz

δ

δ α θ θα θ θ

δ

− − +− − + + +∫ ∫ ∫ ∫ =  

由于 0α > ， ( )
0 0

lim lim 0z

z z
zf z z eα −

→ →
= = ，所以 ( )

0
lim 0

C
f z dz

δδ →
=∫ 。 

因为Re （0z >
2
πθ < ），所以 ( )lim lim 0z

z z
zf z z eα −

→∞ →∞
= = ，因此 。 ( )lim 0

RCR
f z dz

→∞
=∫

令围道积分 0, Rδ → →∞得 ( )1 cos sin

0

x ix ix e e dx eα θ θ αθ α
∞ − − − −= Γ∫  



取实部和虚部得 ( ) ( )1 cos

0
cos sin cosxx e x dxα θ θ α α

∞ − − = Γ∫ θ ， 

( ) ( )1 cos

0
sin sin sinxx e x dxα θ θ α α

∞ − − = Γ∫ θ 。 

 
 

164．试用下面的方法导出 ( )zΓ 的渐近公式：（1）通过变量代换将 ( )1zΓ + 的积分表达式

改写成 ( )1 exp ln 1z z

z

sz z e z s
z

∞−

−

⎡ ⎤⎛ ⎞Γ + = + −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ds⎥ ；（2）将上述积分中被积函数的指数作

展开而只保留最主要的一项，并将积分下限近似地换成−∞，这样就得到 在 大时

的渐近公式：

( )1zΓ + z

( )1 2 z zz zπ z e−Γ + ∼ 。 

令 t s ，则z= + ( ) ( ) ( )( )
0 0

1 exp ln exp lnz t

z
z t e dt z t t dt z s z s z ds

∞ ∞ ∞−

−
Γ + = = − = + − −∫ ∫ ∫  

                   

( )ln exp ln ln exp ln 1z z z z z

z z

se z s z z z s ds z e z s ds
z

∞ ∞− −

− −

⎡ ⎤⎛ ⎞= + − − = +⎡ ⎤ ⎜ ⎟−⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫ 。 

2 3

2 3ln 1
2 3

s s s s
z z z z

⎛ ⎞+ = − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"，
2 3

2ln 1
2 3

s s sz s
z z z

⎛ ⎞+ − = − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

"。 

保留第一项

2

2
s
z

− ，并取积分下限为−∞，得到 ( )
2

21 2
s

z z z zzz z e e ds zz eπ
∞ −− −

−∞
Γ + ≈ =∫ 。 

 
 

165．证明 ( )zΓ 的下列积分表示（对一切 都成立）： z

（1） ( ) 1
2

1
1

z
i z C

z e d
e

ζ
π ζ ζ− −Γ = ∫ C， 如下面左图所示，规定割线上岸 arg 0ζ = ； 
−

（2）
( )
1 1

2
z

C
e d

z i
ζζ ζ

π
−

′
=

Γ ∫ ，C′如下面右图所示，规定割线下岸 argζ π= − 。 

 

（1） 记 ( ) 1zf e ζζ ζ− −= ，围线积分为： 



( )1 1 2 1Rz x z i z x z

C R C
e d e x dx e e x dx f d

δ

δζ π

δ
ζ ζ ζ ζ− − − − − −= + +∫ ∫ ∫ ∫ 。 

设 ，则 ，所以Re 0z > ( )
0 0

lim lim 0zf e ζ

ζ ζ
ζ ζ ζ−

→ →
= = ( )

0
lim 0

C
f d

δδ
ζ ζ

→
=∫ 。 

令围道积分 0δ → 得 ( ) 1
2

1
1

z
i z C

z e
e

ζ
π dζ ζ− −Γ =
− ∫ 。继续可得 

( ) 1 1

2 sin

i z i z
z z

i z i z C C

e ez e d e d
e e i z

π π
ζ ζ

π π ζ ζ ζ ζ
π

− −
− − − −

−Γ = =
− ∫ ∫ 。由 ( ) ( )1

sin
z z

z
π
π

Γ Γ − = 可得 

( )
11

1 2

i z
z

C

e e d
z i

π
ζζ ζ

π

−
− −=

Γ − ∫ ，即
( )
1

2

i z
z

C

e e d
z i

π
ζζ ζ

π
− −= −

Γ ∫ 。作代换
ite πζ = ，则 

( )
1 1

2
z t

C
t e dt

z iπ
−

′
=

Γ ∫ 。 

 
 

166．从公式 ( ) 1

0
lim 1

n
n z

n

tz
n

−

→∞

⎛ ⎞Γ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ t dt 出发，证明： 

（1） ( )
1

1

1 11 1
z

n

zz
z n n

−∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∏ ；（2） ( )
1

1

1 1
z

z n

n

zz e e
z n

γ
−∞

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞Γ = +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∏ ， 

其中
1

1lim ln
n

n k

n
k

γ
→∞

=

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

（1）作代换 ，则t nx= ( ) (
11 1

0 0
1 1

n
n nz z z zt t dt n x x dx n n z

n
− −⎛ ⎞− = − = Β +⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ∫ )1,  

       
( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )( )

1 1 2 1
1 1 2 1

z zn z n n
n n

z n z z z z n z n
Γ + Γ ⋅ ⋅ ⋅ −

= =
Γ + + + + + − +

"
"

 

       
( )

11

1

1 1 1
1 1 1 1 1

2 1

n
z z

k

zn n
z z z z kz z z

n n n

−−

=

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∏
"

+  

       
11

1

2 3 1 1
1 2 1 1

z z z n

k

n z
zn kz
n

−−

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏"  

       
11

1

1 11 1
1

zn

k

z
z k kz
n

−−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦+⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏ +  



令 即得n→∞ ( )
1

1

1 11 1
z

n

zz
z n n

−∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∏ 。 

（2） ln

1 1 1 1

1 1 1exp ln exp exp ln
znn n n

z z n k

k k k k

n e z n z z z n e
k k k= = = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∏ ， 

1 1
1

0
11 1

1 1 11 1 exp ln 1
n zn nnn z z k

kk k

t zt dt n z n e
n z k z k k

− −
−

== =

z⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + = − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑∏ ∏∫  

令 即得n→∞ ( )
1

1

1 1
z

z n

n

zz e e
z n

γ
−∞

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞Γ = +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∏ 。 

 
 

167．利用上题结果，证明：（1） ( )1Γ =1；（2） ( ) ( )1z z zΓ + = Γ ； 

（3） ( )
1

1 1 1
k

z
z k k

ψ γ
∞

=

⎛ ⎞= − − + −⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑ z

；（4） ( )1 γ′Γ = − ； 

（5） ( )1 2ln 2
2

γ π⎛ ⎞′Γ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（1）令上题第（1）小题中 1z = 即可得。 

（2） ( )
1 1

1

1 11 lim 1 1
1

zn

n
k

zz
z k

1
k

− +

→∞
=

+⎛ ⎞ ⎛Γ + = + +⎜ ⎟ ⎜+ ⎝ ⎠ ⎝
∏ ⎞

⎟
⎠

 

       
1 1 1

1 1

1 1 1 1 1lim 1 lim 1
1 1 1 1

z zn n

n n
k k

k z k k z
z k k k z k

− − −

→∞ →∞
= =

+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏ 1

k
+  

       ( )
1 1

1 1

1 1 1lim 1 1 lim 1 1 1 1
1 1 1 1

z zn n

n n
k k

z zz
z k k z n k

− −

→∞ →∞
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∏ ∏

1 1z
k

−

+  

       ( )
1

1

11 1
z

k

z z z
k k

−∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + = Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∏ 。 

（3） ( )
1

1

1 lim 1
zn

z k
n

k

zz e e
z k

γ
−

−

→∞
=

⎡ ⎤⎛ ⎞Γ = +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∏ ， 

( )
1

1 11

1ln ln lim ln 1 ln lim ln 1
zn n n
k

n n k kk

z zz z z e z z z
k k

γ γ
−

→∞ →∞
= ==

⎡ ⎤

k
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = − − + + = − − + − + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑∏  

( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1ln lim
n

n k k

dz z
dz z k k z z k k z

ψ γ γ
∞

→∞
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Γ = − − + − = − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
1

+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ 。 



（4） ( )
1

1 1 11 1 1 lim 1
1 1nk k k n

ψ γ γ
∞

→∞
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − = − − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ γ ， 

( ) ( ) ( )1 1 1ψ γ′Γ = Γ = − 。 

（5）
1 1

1 1 1 12 2 1
2 1 2 2k kk k k k

ψ γ γ
∞ ∞

= =

⎛ ⎞ 1
2 1

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − = − − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
∑ ∑  

           
( ) 1

1

1
2 2

n

n n
γ γ

+∞

=

−
= − − = − −∑ ln 2， 

( )1 1 1 2ln 2
2 2 2

ψ γ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′Γ = Γ = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

 
 

168．试证Β函数的下列性质：（1） ( ) ( ), 1 ,qp q p
p q

Β + = Β
+

q ； 

（2） ( ) ( ) (, 1, ,p q p q p qΒ = Β + +Β + )1 ；（3） ( ) ( ), 1 1,p p q q p qΒ + = Β + ； 

（4） ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,p q p q r q r q r pΒ Β + = Β Β + ； 

（5） ( )
( )

1

0
,

1

q

p q
tp q dt
t

−∞

+Β =
+∫ ， ， 。 Re 0p > Re 0q >

（1） ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) (1

, 1 ,
1

p q p qq qp q p q
p q p q p q p q

Γ Γ + Γ Γ
Β + = = = Β

Γ + + + Γ + +
) )。由 ( ,p qΒ 关于

,p q的对称性有 ( ) (1, ,p )p q
p q

Β + = Β
+

p q ，由此可得出（2）（3）小题结论。 

（4）左边
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

p q p q r p q r
p q p q r p q r

Γ Γ Γ + Γ Γ Γ Γ
= =

Γ + Γ + + Γ + +
， 

右边
( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

q r q r p p q r
q r p q r p q r

Γ Γ Γ + Γ Γ Γ Γ
= =

Γ + Γ + + Γ + +
。 

（5）作变量代换
1

tx
t

=
+

，则 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 11 1 1
20 0 0

1, 1
1 1 1 1

p q q
p q

p q
t dt tp q x x dx

t t t t

− − −∞ ∞− −
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Β = − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ + +∫ ∫ ∫ dt 。 

 



169．计算下列积分：（1） ( ) ( )
1

1
1 1p qx x dx

−
− +∫ ，Re ，Re ，1p > − 1q > − ( )1 2

1
1

n
x dx

−
−∫ ； 

（2）
2

0
tan d

π α θ θ∫ ，
2

0
cot d

π α θ θ∫ ， 1α < 。 

（1）作代换1 2x u+ = ，即 ( ) ( )1 2 1x u− = − ，则 

( ) ( ) ( ) (
1 11 1

1 0
1 1 2 1 2 1,p q pp q q p qx x dx u u du p q+ + + +

−
− + = − = Β + +∫ ∫ )1 。 

作代换
2x u= ，则 ( ) ( ) ( )

1 1 12 2 1 2

1 0 0

11 2 1 1
2

n n nx dx x dx u u du n−

−

⎛ ⎞− = − = − = Β +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫ 1, 。 

（2）作代换 2tan xθ = ，则 

( ) ( ) ( )

1 1 1
2 22

2
1 10 0 0 0

2 2

1 1 1 1tan
2 2 1 21 1

x xd x dx dx dx
xx x x

α α
απ α

α αθ θ

− +
−

∞ ∞ ∞

− +
+

= = =
++ +

∫ ∫ ∫ ∫  

由上题第（5）小题，上式
1 1 1 1 1 1, 1 ,

12 2 2 2 2 2 2sin
2

α α α α π
απ

+ − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Β = Β − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2cos
2

π
απ= 。 

作代换
2
πϕ θ= − 可得

/ 2 / 2

0 0
tan cotd d

π πα αθ θ ϕ=∫ ∫ ϕ。 

 
 

170．计算积分
1 1 1

V
x y z dxdydzα β γ− − −∫∫∫ ，其中积分区域V 为： 

（1）平面 ， ， 以及0x = 0y = 0z = 1x y z+ + = 包围的区域； 

（2）平面 ， ， 以及曲面0x = 0y = 0z = 1
p q rx y z

a b c
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

包围的区域。 

（1）原积分 ( )
1 1 1 1 11 1 1 1

0 0 0 0 0

1 1
x x y x 1x dx y dy z dz x dx x y y dyγα β γ α β

γ
− − − −− − − −= = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ −−  

           ( ) ( )
1 11 1

0 0

1 1 1x x dx u u duβ γ γα β

γ
+ − −= − −∫ ∫ （作代换

1
y u

x
=

−
） 

           ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 11 11, 1,
1 1

β γ α γ β
β γ α γ β

γ γ α β γ
Γ + + Γ Γ + Γ

= Β + + Β + =
Γ + + + Γ + +β γ

 



           
( ) ( ) ( )
( )1
α β γ
α β γ

Γ Γ Γ
=
Γ + + +

。 

（2）作代换

( )

( )

( )

2

2

2

sin cos

sin sin

cos

p

q

r

x a R

y b R

z c R

θ ϕ

θ ϕ

θ

⎧ =⎪
⎪

=⎨
⎪
⎪ =
⎩

，则
( )
( )

, ,
, ,

x x x
R

x y z y y yJ
R R

z z z
R

θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1

2 2 2 2 2 2 2 2 21 1

2 2 2 21 1

2 2 2sin cos sin cos cos sin cos sin

2 2 2sin sin sin cos sin sin sin cos

2 2cos cos sin 0

p p p p p p p p p

q q q q q q q q q

r r r r

a a aR R R
p p p

b b bR R R
q q q

c cR R
r r

1

1

θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ ϕ

θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ

θ θ θ

− −

− −

− −

−

=

−

ϕ

−

−

 

2 2 2 2 2 2 221 1 1 11
sin cos cos cos sin

8 sin cos sin cos sin sin cos sin cos
cos sin 0

p q r p q q prabc R
pqr

θ ϕ θ ϕ ϕ
θ θ ϕ ϕ θ ϕ θ ϕ

θ θ

+ + − + − − −−
−

=
−

ϕ  

2 2 2 2 2 2 221 1 118 sin cos sin cosp q r p q q prabc R
pqr

1
θ θ ϕ ϕ

+ + − + − − −−
=  

原积分 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 1 11 1 1sin cos sin sin cosp q r
V

a R b R c R J dRd dα β γα β γθ ϕ θ ϕ θ− − −− − −= ∫∫∫ θ ϕ  

2 2 2 2 2 2 221 1 1 111
2 2

0 0 0

8 sin cos sin cosq p p q p q rra b c d d R
pqr

β α α β α β γπ π γα β γ

ϕ ϕ ϕ θ θ θ
− − + − + + −−

= ∫ ∫ ∫ dR  

1 , ,
p q ra b c a b c

pqr p q p q r pqr
p q r p q r p q r

α β γ α β γ

α β γ
α β α β γ

α β γ α β γ α β γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ Γ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠= Β Β + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ + + + Γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1

p q ra b c
pqr

p q r

α β γ

α β γ

α β γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ Γ Γ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠=
⎛ ⎞

Γ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

 
 



171．若 0α > ，0 1r< < ，证明： ( ) ( )
2

2 2

0
0

1 1 1
2

i i

k
re re d r

k
π α αθ θ α

θ
π

∞
−

=

⎛ ⎞
+ + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ k ， 

( ) ( ) ( )
2

2 2

0
0

1 1 1 1
2

ki i

k

re re d r
k

π α αθ θ α
θ

π

∞
−

=

⎛ ⎞
+ − = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ k

，因此根据 Abel 第二定理，有 

( ) ( )
( )

2

20
0

2 12 1 cos
1k

d
k

α π αα α
θ θ

π α

∞

=

Γ +⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟ Γ +⎝ ⎠

∑ ∫ ， 

( ) ( )
( )

2

20
0

121 cos sin cos
2 2

k

k

d
k

α π αα α
1 2

απ αθ θ
π α

∞

=

Γ +⎛ ⎞
− = =⎜ ⎟ Γ +⎝ ⎠

∑ ∫
π

， 

其中
( )
( )

1
! 1k k k

α α
α

Γ +⎛ ⎞
=⎜ ⎟ Γ − +⎝ ⎠

是普遍的二项式系数。 

证： ( )
0

1 i k ik

k

re r e
k

αθ θα∞

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ( )

0

1 i k ik

k

re r e
k

α
，

θ θα∞
− −

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 。 

( ) ( ) ( )2

0 0

1 1
k

i n ki i k

k n

re re r e
n k n

α α θθ θ α α∞
−−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ 。在收敛域内可逐项积分：

( ) ( ) ( )2 2 2

0 0
0 0

1 11 1
2 2

k
i n ki i k

k n

re re d r e d
n k n

π πα α θθ θ α α
θ θ

π π

∞
−−

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ + = ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑∫ ∫ 。 

由于
( )2 2

0

1, 21
0,22

i n k n k
e d

n k
π θ θ

π
− =⎧

= ⎨ ≠⎩
∫ ，所以上式右边 只取偶数，令k 2k m= ，则 只取m ，n

( ) ( )
2

2 2

0
0

1 1 1
2

i i

m
re re d r

m
π α αθ θ α

θ
π

∞
−

=

⎛ ⎞
+ + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ m 。 

同样可得 ( ) ( ) ( )
2

2 2

0
0

1 1 1 1
2

ki i

k

re re d r
k

π α αθ θ α
θ

π

∞
−

=

⎛ ⎞
+ − = − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∫ k

。 

( ) ( )
( )

( )
2 2 2 22

2

2 1 11lim 1 lim 1 lim 2 1 1
1k k k

k kkk k
k k k k

α αα α
α

α α→∞ →∞ →∞

⎡ ⎤ + + −⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ +⎛ ⎞− = − = = + >⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
， 

由极限形式的 Raabe 判别法可知

2

0k k
α∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 和 ( )
2

0
1 k

k k
α∞

=

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 收敛。由 Abel 第二定理得 

( )
2 2 2 2

2 2

0 0 0
0

2 2 2 21 cos cos 2cos ,
2 2k

d d d
k

α α α απ π πα α αα θθ θ θ ϕ ϕ α
π π π π

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = = = Β +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∫ ∫ ∫
1 1

2
 



        
( ) ( )

( )
( )

12 1
2

2

2 2

1 1 1 1 12 2 12 2 2 2 2
1 1

α

α α α α απ
α απ

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ + Γ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

1α
Γ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =

Γ + Γ + Γ +
。 

( ) ( ) ( )
2

2

0
0

11 1 1
2

k i i

k

e e
k

π α αθ θα
dθ

π

∞
−

=

⎛ ⎞
− = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫ ，可以看到，被积函数是多值的，为确定其

单值分枝，应将其表示为复变积分进行讨论。令 ie θ z= ，则 

( ) ( ) ( ) ( )2

10

1 11 11 1
2 2

i i

C

z z
e e d

i z

α α
π α αθ θ

αθ
π π

−
+

+ −
+ − =∫ ∫ dz

∞

， 

可看出， 是被积函数的枝点，上式中 是向右绕开-1，在 1 点被截断了的单位圆，

规定

1,0,± C

1z = 处的割线上岸 ，arg 0z = ( )arg 1 0z + = ， ( )arg 1
2

z π
− = （如下图）。 

 

由于 ( ) ( ) ( )
11

1 1
lim 1 0
z

z z
z

z

α α

α+→−

+ −
+ = ，所以

( ) ( )
10

1 1
lim 0

C

z z
dz

zδ

α α

αδ +→

+ −
=∫ ，即可以不考虑

这段积分。 在 上变化时，z 1C 2 21 cos 1 sin 2 sin
2

i
z i e

π θθθ θ
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠− = − + = ， 

21 1 cos sin 2 cos
2

i
z i e

θθθ θ+ = + + = ，所以 

( ) ( )
( ) ( )

1

2 22

1 10

2 cos 2 sin
2 21 11 1

2 2

ii

i
iC

e e
z z

dz d e
i z i e

αα π θθ

α α
π θ

α θ α

θ θ

π π

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

+ − ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦=∫ ∫  

           
2

0

2 sin
2

i
e d

απ
α π α θ θ
π

= ∫ 。 



当 在 上变化时，z 2C 2 21 cos 1 sin 2 sin
2

i
z i e

π θθθ θ
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠− = − + = ， 

注意到 在C( )arg 1z + δ 上由 2π 减小到 2π− ，在 上由2C 2π− 增加到 0，所以 

21 1 cos sin 2 cos
2

i
z i

θ

e
πθθ θ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝+ = + + = − ⎠ ，因此 

( ) ( )
( ) ( )

2

2 2 2

2

1 1

2 cos 2 sin
2 21 11 1

2 2

i i

i
iC

e e
z z

dz d e
i z i e

α αθ π θπ

α α
π θ

α θ απ

θ θ

π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
−⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ − ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦=∫ ∫  

           ( )
2 22

0

2 2sin sin
2 2

i i
e ed d

απ απ
α απ πα α

π
θ θ ϕ ϕ

π π

− −

= − =∫ ∫ （θ −π ϕ= ）。 

所以 ( )
2

2 2
0 0

0

2 21 sin cos sin
2 2

i ik

k

e e d d
k

απ απα απ πα αα απθ θ θ
π π

∞ −

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
− = + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∫ ∫ θ  

         
2 2 2

0 0

2 2cos sin cos cos 2sin cos
2 2 2 2

d d
α απ πα α α ααπ θ θ απθ ϕ ϕ
π π

= =∫ ∫ ϕ  

         
( )

2
2 2

1
2 1 1 2 2 2cos , cos

2 2 2 1

α α
α

2
απ α α α

π π α

⎛ ⎞Γ +⎜ ⎟+ +⎛ ⎞ ⎝ ⎠= Β =⎜ ⎟ Γ +⎝ ⎠

π
 

         
( )

( )

( )

212 1
2 2

2

2 2

1 12 1
2 2 2 1

cos cos
2 21 1 1 1

2 2

α α α
π ααπ α

α αα α

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ Γ +⎢ ⎥⎣ ⎦= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ + Γ + Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π
 

         
( )

2

1
cos

21
2

α απ
α

Γ +
=

⎛ ⎞Γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

不得不说一句，这道题。。。。。。。。。。。。。。。。。。太变态了！！！！！！！！！！！！！！！！ 
 
 

172．证明：（1）
( )
( ) ( ) ( )

0
lim ,
b

a
b a b

a →

′Γ
= Γ −Β⎡ ⎤⎣ ⎦Γ

；（2）
( )
( )

11

0

1
1

aa t dt
a t

γ
−′Γ −

+ =
Γ −∫ ，其中

（见第 166 及 167 题）。 ( )1γ ′= −Γ

（1）由于 是0z = ( )zΓ 的一阶极点，留数为 1，所以有 ( )
0

lim 1
b

b b
→

Γ = 。 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0

lim , lim
b b

b a b a
b a b

a b→ →

Γ Γ + −Γ⎡ ⎤⎣ ⎦Γ −Β =⎡ ⎤⎣ ⎦ Γ +
 

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )0

1lim
b

a b a a
b b

a b b a→

⎡ ⎤ ′Γ + −Γ Γ
= ⋅ Γ ⋅ =⎢ ⎥Γ + Γ⎣ ⎦

。 

（2）
( )

( ) ( )
1 11 1 1 11 11

10 0 0 00 0

1 1lim lim 1 1
1 1

a a
b ba

bb b

t tdt dt t dt t t dt
t t

− −
− −−

−→ →

− − ⎡ ⎤= = − − −⎢ ⎥⎣ ⎦− −∫ ∫ ∫ ∫  

                ( ) ( )
0

lim 1, ,
b

b a b
→

= Β −Β⎡ ⎤⎣ ⎦， 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

11

0 0

1 lim , 1, ,
1

a

b

a t dt b a b b a b
a t

−

→

′Γ −
− = Γ −Β − Β −Β⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣Γ −∫ ⎤⎦  

                  ( ) ( ) ( )
( )0

1
lim 1,

1b
b b γ

→

′Γ
= Γ −Β = = −⎡ ⎤⎣ ⎦ Γ

。 

 



173．证明 Laplace 变换的下列性质（假定有关函数的 Laplace 变换均存在，其象函数用相应

的大写字母表示）：（1） ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2
LTc f t c f t c F t c F t+ ⎯⎯→ + ； 

（2） ( ) ( )
0 0

, ,LTf t d F p dτ τ τ τ
∞ ∞

⎯⎯→∫ ∫ ；（3） ( ) ( )LT pt e F pττ −− ⎯⎯→ ； f

（4） ；（5）( ) ( )0
0

p t LTe f t F p p⎯⎯→ − ( ) 1LT pf at F
a a

⎛ ⎞⎯⎯→ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ； 0a >

（6）
( ) ( )

0

1 pLT

t

f
d F

p
τ

τ
τ

∞
⎯⎯→∫ ∫ q dq

,

。 

（1） 。 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 20 0 0

pt pt ptc f t c f t e dt c f t e dt c f t e dt c F t c F t
∞ ∞ ∞− − −+ = + = +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ∫

（2） ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0

, ,pt ptf t d e dt f t e dt d F p dτ τ τ τ
∞ ∞ ∞ ∞ ∞− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ ∫ τ τ

)

（假设可交换

积分次序）。 

（3） ( ) ( ) ( ) (
0 0

pt pt p px pf t e dt f t e dt e f x e dx e F pτ τ

τ
τ τ

∞ ∞ ∞− − − −− = − = =∫ ∫ ∫ −

)

（这里 

( ) ( ) (f t f t tτ τ η τ− = − − ）。 

（4） 。 ( ) ( ) ( ) ( )00
00 0

p p tp t pte f t e dt f t e dt F p p
∞ ∞ − −−⎡ ⎤ = =⎣ ⎦∫ ∫ −

（5） ( ) ( )
0 0

1 1p xpt a pf at e dt f x e dx F
a a

−∞ ∞− ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ a

。 

（6）
( ) ( ) ( )

0 0

1pt pt

t t

f f dd e dt d e dt
p dt

τ τ
τ τ

τ τ
∞ ∞ ∞ ∞− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫  

           
( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

1 1 1pt

p

f f t
d e dt F q dq F q dq

p p t p
τ

τ
τ

∞ ∞ ∞ ∞− ⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

           ( )
0

1 p
F q dq

p
= ∫ 。 

 
 

174．若 ( )f t 为周期函数，周期为 ，即a ( ) ( )f t a f t+ = ， 。设0t ≥ ( )f t 的拉式变换 ( )F p

存在，证明： ( ) ( )
0

1
1

a pt
apF p f t

e
−

−=
− ∫ e dt

−

。 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

0 0
0 0

n a apt pt nap px

na
n n

F p f t e dt f t e dt e f x e dx
∞ ∞∞ +− − −

= =

= = =∑ ∑∫ ∫ ∫ ， 



当 时，Re 0p >
0

1
1

nap
ap

n

e
e

∞
−

−
=

=
−∑ ， ( ) ( )

0

1
1

a pt
apF p f t

e
−

−=
− ∫ e dt 。 

 
 

175．求下列函数的象函数：（1） ，
nt 0,1,2,n = ；（2）tα ，Re 1α > − ；（3） sinte tλ ω−

； 

（4） 2

1 cos t
t

ω−
；（5）

cos
t

dτ τ
τ

∞

∫ ；（6） ( ) ,0 1
0, 1

te t
f t

t
⎧ < <

= ⎨
>⎩

；（7）sin tω ；（8）
tt a
a
⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦

，

。 0a >

（1）由
11 LT

p
⎯⎯→ 和 可得( ) ( ) ( ) ( )n nLTt f t F p− ⎯⎯→ 1

!LTn
n

nt
p +⎯⎯→ 。 

（2）令 pt z= ，则 10

1pt z

L
t e dt z e dz

p
α

α

∞ −
+=∫ ∫ α −

，其中 L 是从原点出发，辐角为 arg p 的

射线，若 arg
2

p π
< ，则 ( )1z

L
z e dzα α− = Γ +∫ ，

( )
1

1LTt
p

α
α

α
+

Γ +
⎯⎯→ 。 

（3） ( ) ( )

( )2 2

1 1 1 1sin
2 2

i t i t LTte t e e
i i p i p i p

λ ω λ ωλ ωω
λ ω λ ω λ ω

− − − +− ⎛ ⎞⎡ ⎤= − ⎯⎯→ − =⎜ ⎟⎣ ⎦ + − + + + +⎝ ⎠
。 

（4） 2 2

11 cos LT pt
p p

ω
ω

− ⎯⎯→ −
+

， 

2 2 2 2 2

1 cos 1 ln lnLT

p
p

t q qdq
t q q q p
ω

ω 2

p
ω ω

∞
∞⎛ ⎞−

⎯⎯→ − = = −⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠
∫ ， 

2

2 2 22 2 2 2

1 cos ln lnLT

p p
p

t q qdq q dq
t qq q

ω ω
ωω ω

∞
∞ ∞−

⎯⎯→= − = − +
++ +

∫ ∫  

                
2

2 2ln arctan
2
p p

p p
ωω

ω
= +

+
。 

（5）由 2cos
1

LT pt
p

⎯⎯→
+

及上题第（6）小题结论， 20

cos 1
1

pLT

t

qd d
p q

qτ τ
τ

∞
⎯⎯→

+∫ ∫  

( )21 ln 1
2

p
p

= + 。 

s1zixin
附注
第九章习题



（6） ( ) ( )
11 1

0 0

1
1

p
p tpt ef t e dt e dt

p

−∞ −− −
= =

−∫ ∫ 。 

（7） ( )( ) ( )
( )

( )2 1 2 2

0 2 2 10
sin sin sin

n npt pt pt

n nn
t e dt t e dt t e dt

π π
ω ω

π π
ω ω

ω ω
∞∞ + +− −

+=

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∫ ∫ ∫ ω −  

      ( ) ( )

2

2 2 1

22 20
0

1
sin

1

p

p pn npx
p

n

e
x e dx e e

p e

π
ω

π ππ ω
ω ω

π
ω

ωω
ω

−

∞ − − +−

−=

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎝ ⎠= + =⎢ ⎥ +⎣ ⎦ −

∑∫ （设 ） Re 0p >

      

2 2

2 2 2 2 2 2

2ch 2ch
2 2 coth

2sh 2sh ch
2 2

p p
p

p p pp p p

π π
ω ω ωω ω

π π π
π

ω ω ω
ω ω ω

= = =
+ + + ω

。 

（8）设 ， Re 0p >

 

( ) ( )( ) ( )( )1 1

0
0 0

n a n apt pt pt

na na
n n

f t e dt t na e dt t na e dt
∞ ∞∞ + +− −

= =

= − = −∑ ∑∫ ∫ ∫ −  

      ( )2 20
0

1 1 1 11
1 1

apa px nap ap ap
ap ap

n

a exe dx e ae e
p p e p p

−∞
− − − −

− −
=

⎡ ⎤
= = − + − = −⎢ ⎥ − −⎣ ⎦

∑∫ e
。 

 
 

176．求下列函数的原函数：（1）
( )

3

3
a

p p a+
；（2） ( )2 2p p

ω
ω+

；（3）( )( )2 2

4 1
4 1

p
p p p

−
+ −

； 

（4）
( )

2 2

22 2

p

p

ω

ω

−

+
；（5） 2

pe
p

τ−

， 0τ > ；（6）
1

1

ap

ap

e
p e

−

−−
， 。 0a >

（1）
( ) ( ) ( )

3 2

3 3 2
1 1a a a
p p ap p a p a p a

= − − −
++ + +

，由于
11 LT

p
⎯⎯→ ， 

( )
2

3
1 1
2

LTatt e
p a

− ⎯⎯→
+

，
( )2

1LTatte
p a

− ⎯⎯→
+

，
1LTate

p a
− ⎯⎯→

+
，所以原函数



为
2

21 1
2

ataat t e −⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

0>， t 。 

（2） ( ) 2 22 2

1 1 p
p pp p

ω
ω ωω
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟++ ⎝ ⎠
，由于

11 LT

p
⎯⎯→ ， 2cos LT

2

pt
p

ω
ω

⎯⎯→
+

。所以

原函数为 ( )1 1 cos tω
ω

− 。 

（3） ( )( )2 2

4 1 1 5 1 1 1 13
3 1 3 1 2 14 1

p
p p p pp p p

−
= + + −

+ − ++ − 2
，所以原函数为 

2 25 11 3
3 3

t te e e− −+ + − t 。 

（4）
( )

2 2

2 2 22 2

p d
dp pp

ω p
ωω

⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟+⎝ ⎠+

，由于 2 2cos LT pt
p

ω
ω

⎯⎯→
+

， 

( ) ( ) ( )LT dt f t F p
dp

− ⎯⎯→ ，所以原函数为 cost tω 。 

（5）由于 2

1LTt
p

⎯⎯→ ， ( ) ( )LT pf t F p e ττ −− ⎯⎯→ ，所以原函数为 t τ− ， t τ> 。 

（6）
1

1
1

ap nap

ap
n

e e
p e p

− −∞

−
=

=
− ∑ （设 ），由于Re 0p > ( )

nap
LT et na

p
η

−

− ⎯⎯→ ，所以原函数为 

( )
1n

tt na
a

η
∞

=

⎡ ⎤− = ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 。 

 

177．用普遍反演公式求下列函数的原函数：（1） 2

p
p 2ω−

；（2） 4 44

pe
p

τ

ω

−

+
； 

（3）
1 pe
p

α−
， 0α > ；（4）

( )ch1
ch
l x p

p l p
−

，0 x l< < 。 

（1）取如下积分路径： 

 



记 ( ) 2 2

pF p
p ω

=
−

，则 ( ) 1res lim
2

pt pt t

p p

pF p e e e
p

ω

ω ω ω
±

=± →±
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ ±

。围道积分为 

( ) ( ) ( ) ( )1 res res ch
2 R R

pt pt pt

p pL C
F p e dp F p e F p e t

i ω ω
ω

π = =−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ = 。（*） 

令 ，则p iz= ( ) 2 2
R R R R

pt itz

C C

zF p e dp e dz
z ω′ ′+Γ +Γ

=
+∫ ∫ ，其中 R RC R′ ′+ Γ + Γ 如下图： 

 

可解得
2 2

arctan s
R s

ϕ =
−

。设 时z →∞ ( )h z 一致（与辐角无关）趋于 0（显然这里的

2 2

z
z ω+

满足此条件），则对任意的 0ε > ，当 z 充分大时有 ( )h z ε< ， 

( ) ( )0 sin cos

R

itz i tR itR ih z e dz iR h Re e e e dθ θ θ θ

ϕ
θ−

Γ −
=∫ ∫ ， ( )

0 sin

R

itz tRh z e dz R e dθ
ϕ

ε θ−

Γ −
≤∫ ∫ 。当

0θ ≤ 时有 sinθ θ≥ （如下图）， 时， 0t >

 

( ) ( )0

2 2
1

R

itz tR tR sh z e dz R e d e R R
t R s

θ ϕ

ϕ

εε θ ε ϕ ε−

Γ −
≤ = − ≤ ≤

−
∫ ∫ ，由于

2 2
1R

R s
→

−
，

所以 R 充分大时有
2 2

1R
R s

ε< +
−

，所以 ( ) (1
R

itzh z e dz s )ε ε
Γ

< +∫ ，即 

( )lim 0
R

itz

R
h z e dz

Γ→∞
=∫ ，同样可得 ( )lim 0

R

itz

R
h z e dz

′Γ→∞
=∫ 。 

由 Jordan 引理可得 ( )lim 0
R

itz

CR
h z e dz

′→∞
=∫ ，所以令（*）式 可得 R →∞

2 2

1 ch
2

s i pt

s i

p e dp t
i p

ω
π ω

+ ∞

− ∞
=

−∫ ，即 2

p
p 2ω−

的原函数为 ch tω （ ）。 0t >



（2）记 ( ) 4

1
4

F p
p 4ω

=
+

，则 

( ) ( )( )
( )4 4 34 2 22 2

res lim 1
162 2

i i

pt t i t
pt

ip e p e

e e eF p e i
ip e p i

π π

ω ω

πω ω ωω ω
− −

−

−=− →−
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ − −

+ ， 

( ) ( )( )
( )4 4 34 2 22 2

res lim 1
162 2

i i

pt t i t
pt

ip e p e

e e eF p e i
ip e p i

π π

ω ω

πω ω ωω ω
− −

−

−= →
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ + −

− − ， 

( )
( )( ) ( )4 4 32 2 42 2

res lim 1
162 2

i i

pt t i t
pt

ip e p e

e e eF p e i
ip i p e

π π

ω ω

πω ω ωω ω

− −

=− →−
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ + −

− + ， 

( )
( )( ) ( )4 4 32 2 42 2

res lim 1
162 2

i i

pt t i t
pt

ip e p e

e e eF p e i
ip i p e

π π

ω ω

πω ω ωω ω= →
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ + +

− 。 

积分路径同上小题（取 s ω> ），可得 

( )4 4 3

1 1 1 sin ch cos sh
2 4 4

s i pt

s i
e dp t t t t

i p
ω ω ω ω

π ω ω
+ ∞

− ∞
= −

+∫ ，所以 4 44

pe
p

τ−

+ ω
的原函数为

( ) ( ) ( ) ( )3

1 sin ch cos sh
4

t t t tω τ ω τ ω τ ω τ
ω

− − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦， t τ> 。 

（3）记 ( ) 1 pF p e
p

α−= ，取如下积分路径（规定 arg pπ π− ≤ ≤ ）： 

 

在 上0 aRC rg p π< ≤ ，0 arg 2p π< ≤ ，所以 ( ) 1lim lim 0p

p p
F p e

p
α−

→∞ →∞
= = ， 

在 上RC′ arg 0pπ− ≤ < ， 2 arg 0pπ− ≤ < ，所以 ( )lim 0
p

F p
→∞

= ，所以 

( ) ( )lim 0
R R

pt

C CR
F p e dp

′→∞
+ =∫ ∫ 。又有 ( ) ( )

0 0

1lim lim 1
2

pt pt

C p
F p e dp pF p e

i δδ π→ →
= − =∫ − 。 

( ) ( ) 2

0 0
0

1 1 1 2 1lim sin sin
2 R R

pt rt x t

R L L
F p e dp re dr xe dx

i rδ δ
δ

α α
π π π

∞ ∞− −

→∞ ′
→

+ = =∫ ∫ ∫ ∫ x
。 



记 ( ) 2

0

1 sin x tg xe dx
x

α α
∞ −= ∫ ( )，有

2
2

4
0

1cos
2

x t tg xe dx e
t

απα α
−∞ −′ = =∫ ， 

由于 ，所以( )0 0g = ( )
2

4
0

1
2

u
tg

t
απα

−
= ∫ e du 。令围道积分 0, Rδ → →∞得 

( ) ( )1 21
2

s i pt

s i
F p e dp g

i
α

π π
+ ∞

− ∞
− + =∫ 0 。即原函数为 

( ) 2
2

0

2 21 1 1 erf erfc
2 2

xtg e dx
t t

α α αα
π π

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ 。 

（4）记 ( ) ( )ch1
ch
l x p

F p
p l p

−
= ，它是单值函数（参考习题 03 第 53 题）。 

0p = 以及
( )2

2
2

2 1
4
k

p
l

π
+

= − （ 0,1,2k = ）是它的一阶极点。 

( ) ( )
0 0

ch
res lim 1

ch
pt pt

p p

l x p
F p e e

l p= →

−
⎡ ⎤ = =⎣ ⎦ ， 

( ) ( )
( )

( )
2

2 2
2 2

2

2 1
2 14

4

2ch
res lim

sh
pt p

k
p kl p

l

l x p tF p e e
l p l pπ

π

+
=− +

→−

−
⎡ ⎤ =⎣ ⎦  

            

( )2 2
2

2 1
44 1 2 1sin

2 1 2

k
t

lk xe
k l

π
π

π

+
−+

= −
+

。 

取如下积分路径（ ），其中大圆半径为0s > 2 2 2n lπ 。 

 



当0 arg p π< < 时，0 arg 2p π< < ，Re 0p > ， 

( ) ( ) ( ) ( )ch1 1 1 1lim lim lim lim 0
ch

l x p l x p l x p
x p

l p l p l pp p p p

l x p e e e e
p p p pl p e e e

− − − −
−

−→∞ →∞ →∞ →∞

− +
= = =

+
= 。 

当 arg 2pπ π< < 时， 2 arg pπ π< < ，Re 0p < ， 

( ) ( )ch1 1 1lim lim lim 0
ch

l x p
x p

l pp p p

l x p e e
p p pl p e

− −

−→∞ →∞ →∞

−
= = = 。 

当
2 2 2p n lπ= − ，即为圆 上辐角为nC π 的点时，有 

( ) cosch
cos 1

cosch

l x nl x p l xl n
n ll p

π
π

π

−
− −

= = ≤ ，所以
( )ch1lim 0
chn

l x p
p l p→∞

−
= 。 

综上，当圆 上点 无论辐角为何值，只要模趋于nC p ∞，就有 ( ) 0F p → ，即 

( )lim 0
n

pt

Cn
F p e dp

→∞
=∫ 。所以 

( ) ( ) ( ) ( )2
2

2
2 1

0
0 4

1 res res
2

s i pt pt pt
k

p ps i
k l

F p e dp F p e F p e
i ππ

∞+ ∞
+

= =− ∞
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑∫ −
 

        
( )2 2

2
2 1

4

0

4 1 2 11 sin
2 1 2

k
t

l

k

k xe
k l

π
π

π

+∞ −

=

⎡ ⎤+⎢ ⎥= −
+⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

 
 

178．设 ( ) ( )LTf t F p⎯⎯→ ( )， ( )1 1
LTf t F⎯⎯→ p ， ( ) ( )2 2

LTf t F p⎯⎯→ ，试用 Laplace 反

演公式证明：（1） ( ) ( )LT pf t F p e ττ −− ⎯⎯→ ； 

（2） ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20

t LTf f t d F p F pτ τ τ− ⎯⎯→∫ 。 

（1） ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

s i s i p tp pt

s i s i
F p e e dp F p e dp f t

i i
ττ τ

π π
+ ∞ + ∞ −−

− ∞ − ∞
⎡ ⎤ = = −⎣ ⎦∫ ∫ 。 

（2）假设可交换积分次序， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20

1 1
2 2

s i s ipt p pt

s i s i
F p F p e dp f e d F p e dp

i i
ττ τ

π π
+ ∞ + ∞ ∞ −

− ∞ − ∞

⎡ ⎤=⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20 0

1
2

s i p t

s i
f F p e dp d f f t d

i
ττ τ τ τ

π
∞ + ∞ ∞−

− ∞

⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ τ−  

        ( ) ( )1 20

t
f f t dτ τ τ= −∫ 。 



179．利用 Laplace 变换计算下列积分：（1）
0

s in xt d t
t

∞

∫ ；（2）
0

sin xt dx
x

∞

∫ ； 

（3） 2 20

cos xt dx
x a

∞

+∫ ；（4） ( )20

s in
1

x t d x
x x

∞

+∫ 。 

（1）由于 2 2sin LT xxt
p x

⎯⎯→
+

，
( ) ( )

0 0

f t
dt F p dp

t
∞ ∞

=∫ ∫ ，所以 

2 20 0

2 , 0sin sgn
2 , 0 2

xxt xd t dp x
xt p x

π π
π

∞ ∞ >⎧
= = =⎨− <+ ⎩

∫ ∫ 。 

（2）记 ( ) sin, xtf t x
x

= ，则其对 的拉式变换为t ( ) 2, 2

xF p x
p x

=
+

。 

由 173 题第（2）小题结论， 2 20 0

sin LTxt xdx dx
p xx

∞ ∞
⎯⎯→

+∫ ∫ ，注意到 ( , )f t x 拉式换式的

收敛域为 ，即Re 0p> arg
2 2

pπ π
− < < ，多值函数 2 2

z
p z+

在0 arg 2z π≤ ≤ 的单值分枝内的

奇点为
2ipe π
和

3 2ipe π
。用多值函数的积分法可求得右边的积分

( )
1 2 1

1 2 1
22 pp

π π
− +

Γ − +
= = ， 

即
( )

1 2 10

1 2 1sin
2

LTxt dx
px

π∞

− +

Γ − +
⎯⎯→∫ 。由 175 题第（2）题结论，

0

sin
2

xt dx
tx
π∞

=∫ 。 

上面是针对 的情况，当 时，0t > 0t < ( )
( )0 0

sinsin
2

x txt dx dx
tx x

π∞ ∞ −
= − = −

−∫ ∫ 。综上， 

0

sin sgn
2

xt dx t
tx

π∞
=∫ 。 

（3） 时，0t > ( )( )2 2 2 2 2 20 0

cos 1LTxt dx p dx
x a x a x p

∞ ∞
⎯⎯→

+ + +∫ ∫ 。因为 2

cos
2

xt
x a+

的拉式换式

收敛域为 ，所以 位于上半平面，Re 0p > pi pi− 位于下半平面，可求得上式右边积分

1
2a p a
π

=
+

。所以 2 20

cos
2

atxt dx e
x a a

π∞ −=
+∫ 。 

当 时，原积分0t < ( )
2 20

cos
2

atx t
dx e

x a a
π∞ −

= =
+∫ 。综上， 2 20

cos
2

a txt dx e
x a a

π∞ −=
+∫ 。 



（4） 时，原积分0t >
( )( )2 2 20

1 1
2 11

LT dx
p px x p

π∞ ⎛ ⎞
⎯⎯→ = ⎜ ⎟

1
−

++ + ⎝ ⎠
∫ ，原积分 ( )1

2
teπ −= − 。 

所以原积分 ( )1 sg
2

te tnπ −= − 。 

 
 

180．利用 Laplace 变换求解下列微分方程（组）或积分方程：（1）已知 ( )0 0i = ， ( )0 0q = ，

求 ( )i t ；（2）已知 ( )0 0i = ， ( )0q 0= ，求 ( )i t 。 

 

（3） ， ，

0
0
0

x x y z
x y y z
x y z z

′′ − + + =⎧
⎪ ′′+ − + =⎨
⎪ ′′+ + − =⎩

( )0 1x = ( ) ( )0 0 0 ( ) ( ) ( )0 0 0 0x y z′ ′ ′y z= = ， = = = ； 

（4） ( ) ( ) ( )
0

sin 2 cos
t

y t a t y t dτ τ τ= − −∫ ； 

（5） ( ) ( ) ( )
0

sin sin
t

y t a bt c y b t dτ τ τ= + −∫ ， ； 0b c> >

（6） ( ) ( ) ( ) 2

0
2 cos 9

t tf t f t dτ τ τ+ −∫ e=

C

。 

（1） Lu uε = + ，代入 C
qu
C

= ，
2

2L
di d qu L L
dt dt

= = 得
2

2
02

1d q q
dt L

ω ε+ = （记
2
0

1
LC

ω = ）， 

两边取拉式变换得
2 2 0

0 2p Q Q
L p 2

ε ωω
ω

+ =
+

，所以 ( )( )
0

2 2 2 2
0

1Q
L p p
ε ω

ω ω
=

+ +
。 

当 0ω ω≠ 时，
( )

0
2 2 2 22 2

00

1 1Q
p pL

ε ω
ω ωω ω

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟+ +− ⎝ ⎠

，所以 

( ) ( )
0

02 2
00

1 1sin sinq t t t
L

ε ω ω ω
ω ωω ω
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
− ⎝ ⎠

。 

当 0ω ω= 时，

( )
0 0

2 2 22 2

1
2

dQ
L L p dp pp

ε εω ω
ωω

⎛ ⎞
= = − ⎜ ⎟+⎝ ⎠+

， 

所以 ( ) 0
0

sin
2

t
q t d

L
ε τ ωτ τ= ∫ 。 



( ) ( ) ( ) ( )0
0 02 2

0

0
0

cos cos ,

sin ,
2

t t
Ldi t q t

dt
t t

L

ε ω ω ω ω
ω ω

ε ω ω ω

⎧ ω− ≠⎪ −⎪= = ⎨
⎪ =⎪⎩

。 

（2） C
R

du uC i i i
dt R

= − = − C ，两边取拉式变换得（ ( ) ( )0
0 0C

C

q
u

C
= = ）

1C
RU I

RCp
=

+
。 

L C
di

CE u u L u
dt

= + = + ，两边取拉式变换，代入上式得
2

1

1 1

pE RCI
L p p p

RC LC

+
=

⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )2 2

2
2

E p
L p p p

β
β γ

+
=

+ +
，其中

1
2RC

β = ，
1
LC

γ = 。根据上式分母中一元二次式

2 22p pβ γ+ + 的判别式 ( )2 24 β γΔ = − 的不同情况分别讨论： 

（i）当 ，即 时，0Δ > 24L CR>
( )( )1 2

2E pI
L p p p

β
α α
+

=
+ +

，其中
2 2

1α β β γ= − − ，

2 2
2α β β γ= + − 。I 可分解为

( ) ( )
1 2

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2

2 22 1 1 1EI
L p p p

α β α ββ
αα α α α α α α α α
⎡ ⎤− −

= + +⎢ ⎥− + − +⎣ ⎦
。 

注意到
2

1 2
1

LC
α α γ= = ，上式中

1
p
的系数

1 2

2 L
R

β
α α

= ，
1

1
p α+

的系数 

( )
2

1 1 1

1 2 1 2 1 1 2 1 2

1 11 1 12
L L

RC R LC R
αα β α α

α α α α α α α α α

− − −−
= =− =−

− − − −
，

2

1
p α+

的系数
( )

1
2

2 1 2 1 2

12
L
R
αα β

α α α α α

−−
=

− −
， 

即
1 2

1E A BI
R p pα α
⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
，其中 2

1 2

R LA α
α α

−
=

−
， 1

1 2

R LB α
α α

−
=

−
，所以 

( ) ( )1 21 t tEi t Ae Be
R

α α− −= − + 。 

（ii）当 ，即 时，0Δ = 24L CR=
( ) ( )2 2

2 1 1 1
2

E p EI
L R p pp p p

β β
ββ β

⎡ ⎤+
= = − −⎢ ⎥

++ +⎢ ⎥⎣ ⎦
， 

( ) 1
2

t tEi t e te
R

β ββ− −⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 



（iii）当 ，即 时，0Δ < 24L CR<
( )( )0 0

2E pI
L p p i p i

β
β ω β ω

+
=

+ − + +
， 

其中
2

0
2ω γ β= − ，上式继续化为 

2 2 2 2

2 2
0 0 0

1 2 1 2
2 2 2 2

E L L LI
L R p R i p i R i p i

γ β γ β

0

1
ω γ β ω ω γ β

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= + − + + − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ω

 

0 0 0

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

E R R
R p L i p i L i p i

β β
0ω β ω ω β ω

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − + − + − − −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
 

  
( ) ( )

0
2 22 2

00 0

1 1E p R
R p Lp p

ωβ β
ωβ ω β ω

⎡ ⎤+ ⎛ ⎞= − − −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠+ + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

所以 ( ) 0
0

0

sin1 cost tE Ri t e t
R L

β ωω β
ω

−⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞= − + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

。 

（3）取拉式变换得

( )
( )

( )

2

2

2

1

1 0

1 0

p X Y Z p

X p Y Z

X Y p Z

⎧ − + + =
⎪⎪ + − + =⎨
⎪

+ + − =⎪⎩

，解得 2 2

1 2
3 1 2

p pX
p p

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

， 

2 2

1
3 1

p pY Z
p p

⎛ ⎞
= = −⎜ ⎟+ −⎝ ⎠2

。所以 ( ) ( )1 cos 2ch 2
3

x t t= + t ， 

( ) ( ) ( )1 cos ch 2
3

y t z t t t= = − 。 

（4）两边取拉式变换得 2 22
1 1

a pY Y
p p

= −
+ +

，所以
( )21

aY
p

=
+

，即 。 ( ) ty t ate−=

（5） 2 2

abY
p b bc

=
+ −

， ( ) ( )sinby t a b b c t
b c

= −
−

。 

（6）
( )2

5 4 6
2 1 1

F
p p p

= + −
− + +

， ( ) 25 4 6t t tf t e e te− −= + − 。 

 
 

181．求解变系数常微方程初值问题： ( ) ( )
0

0 1, 0 0
x tx x

x x
′′ ′+ + =⎧

⎨ ′= =⎩
。 

1LTx pX′⎯⎯→ − ， ( )1LT d dXtx ，pX X p
dp dp

′⎯⎯→− − = − − 2LT p X p′′x ⎯⎯→ − ，原方程



两边取拉式变换得 1 0dX pX
dp

− + − = ，再反演得 0x tx′ + = ，解之得 ( )
21

2
t

x t e
−

= 。 

 
 

182．设有放射性蜕变过程 ，若其中三种同位素的分子数A B C→ → → ( )1N t ， ，

遵从方程及初始条件

( )2N t

( )3N t

( )

( )

( )

1
1 1 1

2
1 1 2 2 2

3
2 2 3 3 3

, 0

, 0

, 0

dN N N N
dt

dN N N N
dt

dN N N N
dt

λ

λ λ

λ λ

⎧ = − =⎪
⎪
⎪ 0

0

= −⎨
⎪
⎪

=

= − =⎪⎩

，其中 1λ ， 2λ ， 3λ 为不相等

的常数，试求出 ( )1N t ， ，( )2N t ( )3N t 。 

用上面加波浪线的字母表示相应的拉式变换 ，  
1 1

2 1 1 2

3 2 2 3

pN N N
pN N N
pN N N

λ
λ λ
λ λ

⎧ − = −
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

1

2

3

解得 1
1

NN
p λ

=
+

， 1
2

2 1 1 2

1 1NN
p p

λ
λ λ λ λ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

， 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )3 1 2
2 1 3 1 1 1 2 3 2 2 1 3 2 3 3

1 1 1 1 1 1N N
p p

λ λ
pλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥− − + − − + − − +⎣ ⎦

 

所以 ( ) 1
1

tN t Ne λ−= ， ( ) ( )1 21
2

2 1

t tNN t e eλ λλ
λ λ

− −= −
−

， 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
31 2

3 1 2
2 1 3 1 1 2 3 2 1 3 2 3

1 1 1 tt tN t N e e e λλ λλ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

−− −⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥− − − − − −⎣ ⎦

。 

 
 

183．定义零阶 Bessel 函数 ( ) ( )0 0

1 cos cosJ t t d
π

θ θ
π

= ∫ 。（1）求 ( )0J t 的像函数； 

（2）利用卷积定理证明： ( ) ( )0 00
sin

t
J J t d tτ τ τ− =∫ 。 

（1）当Re 0p δ≥ > 时（δ 是任意小的正数）， ( )
0 0

cos cos pt tt e dt e δθ
∞ ∞− ≤∫ ∫ dt−

，即左

边积分一致收敛，因此可交换积分次序： 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0

1 1cos cos cos cosLT pt ptJ t t d e dt t e dt d
π π

θ θ θ
π π

∞ ∞− − θ⎡ ⎤ ⎡⎯⎯→ = ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣∫ ∫ ∫ ∫ ⎦

。 



( ) ( )cos cos

0 0 0

1 1 1cos cos
2 2 co

pt it pt it ptt e dt e e dt e e dt
p i p i

θ θθ 1
s cosθ θ

∞ ∞ ∞− − − − ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟− +⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ，

( )
2

0 0 0 0

1 1 1 1 1 1
2 cos cos 2 cos cos

LTJ t d d d
p i p i p i p i

π π π π

π
dθ θ θ ϕ

π θ θ π θ
⎛ ⎞ ⎛

ϕ
⎞

⎯⎯→ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫

         
2

0

1 1
2 cos

d
p i

π
θ

π θ
=

−∫ 。 

利用 将上面积分化成复变积分计算可得
ie θ = z ( )0 2

1
1

LTJ t
p

⎯⎯→
+

。 

（2） ( ) ( )0 0 22 20

1 1 1
11 1

t LTJ J t d
pp p

τ τ τ− ⎯⎯→ ⋅ =
++ +

∫ ，反演得 

( ) ( )0 00
sin

t
J J t d tτ τ τ− =∫ 。 

 
 

184．试证明 ( ) ( )2 2

2 sint tf t te e= 的拉氏变换存在。 

证：令Re 0p δ≥ > 时（δ 是任意小的正数），则 ( ) ( )2 2

2 sinpt t t tf t e te e e δ− −≤ 。 

作代换 ，即
2te = x lnt x= ，则 ( )2 2 ln

0 1
2 sin sint t t xte e e dt xe dxδ δ∞ ∞− −=∫ ∫ ， 

由于
ln xe δ−

单调趋于 0 ，
1

sin
b

xdx∫ 有界，所以
ln

1
sin xxe δ∞ −∫ dx 收敛，因此

( )
0

ptf t e dt
∞ −∫ 收敛，即 ( )f t 的拉氏变换存在。 

 
 

185．设 ( )f x 的 Fourier 变换和 Fourier 反变换为： ( ) ( )1
2

i xF f x e dxωω
π

∞ −

−∞
= ∫ ， 

( ) ( )1
2

i xf x F e ω dω ω
π

∞

−∞
= ∫ 。证明： 

（1） ( ) ( )0
0

i xFTf x x e Fω ω−− ⎯⎯→ ( ) ( )1
0

0
i xFT

， e f xωω ω
−

− ⎯⎯⎯→ ； F

（2） ( ) ( )FTf x i Fω ω′ ⎯⎯→ ， ( ) ( )1FTF ixf xω
−

′ ⎯⎯⎯→− ； 

（3） ( ) ( )1x FTf t dt F
i

ω
ω−∞

⎯⎯→∫ ；（4） ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
FTf x f x F Fω ω∗ ⎯⎯→ ， 



( ) ( ) ( ) ( )1

1 2 1 2
FTF F f xω ω

−

∗ ⎯⎯⎯→ f x ，其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1
2

f x f x f t f x t d
π

∞

−∞
∗ = −∫ t 。 

（1） ( ) ( ) ( )0 0
0

1 1
2 2

x xi x i tf x x e dx e f t e dt e Fω ωω ω ω
π π

∞ ∞− −− −

−∞ −∞
− = =∫ ∫ ， 

( ) ( ) ( )0 0
0

1 1
2 2

i x i xi x iuxF e d e F u e du e f xω ωωω ω ω
π π

∞ ∞

−∞ −∞
− = =∫ ∫ ； 

（2） ( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

i x i x i xf x e dx f x e i f x e dxω ω ω
π π π

∞ ∞∞− −

−∞−∞ −∞
′ = +∫ ∫ ω−  

一般有 ，上式右边( ) 0f ±∞ = ( )i Fω ω= ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2

i x i x i xF e d F x e ix F e d ixf xω ω ωω ω ω ω
π π π

∞ ∞∞

−∞−∞ −∞
′ = − =∫ ∫ − 。 

（3） ( ) ( )1 1 1
2 2

x xi x i xdf t dt e dx f t dt e dx
i d

ω ω

ωπ π
∞ ∞− −

−∞ −∞ −∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ x
 

            ( ) ( )1 1 1
2

x i x i xf t dt e f x e dx
i i

ω ω

ω ω π

∞
∞− −

−∞ −∞
−∞

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

若 ，即 ，则上式( )0F = 0 ( ) 0f x dx
∞

−∞
=∫ ( )1 F

i
ω

ω
= 。 

（4）假设可交换积分次序， ( ) ( )1 2
1 1
2 2

i xf t f x t dt e dxω

π π
∞ ∞ −

−∞ −∞

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 1 1
2 2 2

i x tf t f x t e dx dt f t F eω ωω
π π π

∞ ∞ ∞− −

−∞ −∞ −∞

⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫ dt  

( ) (1 2F F )ω ω= ， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 1 1 1
2 2 2 2

i x i xF u F u du e d F u F u e d duω ωω ω ω
π π π π

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡− = −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣∫ ∫ ∫ ∫ ω⎤⎥⎦
 

          ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1
2

i uF u e f x du f x f xω

π
∞

−∞
= =∫ 。 

 
 

186．证明δ 函数的下列性质：（1） ( ) ( )x xδ δ= − ；（2） ( ) 0x xδ = ； 



（3） ( ) ( ) ( ) ( )0f x x f xδ δ= ；（4） ( ) ( )1ax x
a

δ δ= ； 

（5） ( ) ( ) (2 2 1
2

)x a x a x
a

δ δ δ− = − + +⎡ ⎤⎣ ⎦a ； 

（6） ( ) ( ) ( ) ( )x a x b a b x aδ δ δ δ− − = − − 。 

（1） ， ， ( ) ( ) ( )0x x dxϕ δ ϕ
∞

−∞
=∫ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0x x dx t t dtϕ δ ϕ δ ϕ

∞ ∞

−∞ −∞
− = − =∫ ∫

所以 ( ) ( )x xδ δ= − 。 

（2） ( ) ( ) ( )
0

0
x

x x x dx x xϕ δ ϕ
∞

=−∞
= =∫ ，所以 ( ) 0x xδ = 。 

（3） ， ， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0x f x x dx fϕ δ ϕ
∞

−∞
=∫ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0x f x dx fϕ δ ϕ

∞

−∞
=∫ 0

所以 ( ) ( ) ( ) ( )0f x x f xδ δ= 。 

（4） ( ) ( ) ( )1 0x ax dx
a

ϕ δ ϕ
∞

−∞
=∫ ， ( ) ( ) ( )1 1 0x x dx

a a
ϕ δ ϕ

∞

−∞
=∫ ， 

所以 ( ) ( )1ax x
a

δ δ= 。 

（5）不妨设 ， 0a >

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2a a

a a
x x a dx x x a dx x x a dx

ε ε

ε ε
ϕ δ ϕ δ ϕ δ

∞ − + +

−∞ − − −
− = − + −∫ ∫ ∫  

        
( )

( )
( )

( )
2 2

2 2

2 2
2 2

2 22 22 2

a a

a a

u a u a
u du u du

u a u a

ε ε ε ε

ε ε ε ε

ϕ ϕ
δ δ

+ +

− + − +

− + +
= +

+ +
∫ ∫  

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

a a x x a x a
a a

ϕ ϕ ϕ δ δ
∞

−∞
= − + = − + +⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣∫ dx⎤⎦ 。 

（6） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x a x b dx a a b x a dxϕ δ δ ϕ δ δ
∞ ∞

−∞ −∞
− − = − −∫ ∫  

( ) ( ) ( )x a b x a dxϕ δ δ
∞

−∞
= −∫ − ，即 ( ) ( ) ( ) ( )x a x b a b x aδ δ δ δ− − = − − 。 

 
 

187．若定义δ 函数为 ( ) ( )lim nn
x xδ φ

→∞
= ，其中 ( )

0, 0
lim

1, 0
x

nn

x
t dt

x
φ

−∞→∞

<⎧
= ⎨ >⎩

∫ 。验证 

( )2

1lim
1n

n
nxπ→∞ +

和
sinlim

n

nx
xπ→∞

都是δ 函数。 



( )
1

2 2

1 1 1 1 tan
1 21

x nxn dt du nx
unt

π
π π π

−

−∞ −∞

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠+∫ ∫ + ， 

0x < 时
( )

1
2

1 1 1lim lim tan 0
2 2 21n n

n nx
nx

π π π
π π π

−

→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛= + = − +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝+

⎞ =⎟
⎠

， 

0x > 时
( )

1
2

1 1 1lim lim tan 1
2 2 21n n

n nx
nx

π π π
π π π

−

→∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛= + = +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝+

⎞ =⎟
⎠

。 

当 时，0x < sin sinlim lim 0
x nx

n n

nt udt du
t uπ π−∞ −∞→∞ →∞

= =∫ ∫ ， 

当 时，0x > sin sin 1lim lim 1
x nx

n n

nt udt du
t u

π
π π π−∞ −∞→∞ →∞

= =∫ ∫ ⋅ = 。 

 
 

188．设 ( ) ( )
0

2 2
00

2 sin 2nB ω n ωω π
ωπ ω ω

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

− ⎝ ⎠
n， 是正整数，验证 

( ) ( ) ( )0 0lim nn
B ω δ ω ω δ ω ω

→∞
= − − + 。 

( ) ( ) ( )
0 0 0

1 1 1 sin 2nB d n ω dϕ ω ω ω ϕ ω π
π ω ω ω ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞ ⎛
= −⎜ ⎟ ⎜− +⎝ ⎠ ⎝

∫ ∫ ω
⎞
⎟
⎠

 

     ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

1 1sin 2 sin 2n d n dω ω

0

ϕ ω π ω ϕ ω
π ω ω ω π ω ω ω

∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟− +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ π ω  

     0 0
0 0

sin sin
2 2

nx nxx dx x dx
x x

ω ωϕ ω ϕ ω
π π π π

∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ 。 

（分别令 ( )0
0

2 xπ ω ω
ω

− = 和 ( )0
0

2 xπ ω ω
ω

+ = ）上题已证明 ( )sinlim
n

nx x
x

δ
π→∞

= ，所以令上

式 可得n →∞ ( ) ( ) ( ) ( )0 0lim nn
B dϕ ω ω ω ϕ ω ϕ ω

∞

−∞→∞
= − −∫ ， 

即 ( ) ( ) ( )0 0lim nn
B ω δ ω ω δ ω ω

→∞
= − − + 。 

 
 

189．定义三维δ 函数为 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0x x y y z zδ δ δ δ− = − − −r r ，求证： 

（1）它在球坐标下的表达式为 ( ) ( ) ( ) (0 0 02

1 cos cosr r
r

)0δ δ δ θ θ δ ϕ− = − − −r r ϕ ； 

（2） ( )2
0

0

1 4πδ∇ = − −
−

r r
r r

。 



（1） ( ) ( ) ( ) ( )0 02

1 cos cosr r dV
r

ϕ δ δ θ θ δ ϕ ϕ− − −∫∫∫ r 0

0r r dr

d

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 00 0 0
cos cos sin , ,d d r

π π
δ ϕ ϕ ϕ δ θ θ θ θ ϕ θ ϕ δ

∞
= − − −∫ ∫ ∫  

          ( ) ( ) ( )
2

0 0 00 0
, ,d r

π π
δ ϕ ϕ ϕ ϕ θ ϕ δ θ θ θ= − −∫ ∫  

          ( ) ( ) (
2

0 0 0 0 0 00
, , , ,r d r

π
)ϕ θ ϕ δ ϕ ϕ ϕ ϕ θ ϕ= − =∫ 。 

（2）不妨设 。考虑积分0 0=r 2 1
V

dV
r

∇∫∫∫ ，可验证，当 0r ≠ 时， 2 1 0
r

∇ = ，所以对于不

包含原点的V ，有 2 1 0
V

dV
r

∇ =∫∫∫ 。若V 包含原点，考虑以下极限式： 

( )
2

2 2
5 22 20 0 2 2

1lim 3lim sin
V Va a

adV r drd d
r a r a

θ θ ϕ
→ →

∇ = −
+ +

∫∫∫ ∫∫∫  

          
( ) ( )

2 4 222 2
5 2 5 20 00 02 2 5 2

tan12lim 12lim sec
1 tana a

a ar dr a d
r a a

π θ θ θ
θ

∞

→ →
= − = −

+ +
∫ ∫  

          
2 2

0
12 sin cos 4d

π
θ θ θ π= − = −∫ 。 

 
 

190．求解下列微分方程：（1） ( )0y xδ′′ = − − x ， ( )0 0y = ， ( )1 0y′ = ； 

（2） ，( )0y y x xδ′′ + = − − ( )0 0y = ， ( )2y π 0= 。 

（1）直接积分得 ( )0y x xη′ A= − − + ，由 ( )1 0y′ = 定出 1A = ，即 ， ( )01y xη′ = − − x

再积分得 ，由( ) ( )0 0y x x x x x Bη= − − − + ( )0y 0= 定出 0B = ，所以 

( ) ( ) 0
0 0

0 0

,0
, 1

x x x
y x x x x x

x x x
η

≤ <⎧
= − − − = ⎨ < ≤⎩

。 

（2） 0x x< 时， sin cosy A x B x= + ，由 ( )0 0y = 得 siny A x= 。 

0x x> 时， sin cosy C x D= + x 。由 ( )2 0y π = 得 cosy D x= 。 

由 ， 可得( ) (0 0y x y x− += ) −( ) ( )0 0 1y x y x+ −′ ′− = 0 0

0 0

cos sin ,0
sin cos , 2

x x x x
y

x x x x π
≤ <⎧

= ⎨ < ≤⎩
。 



191．求方程 在 邻域内的两个级数解。 2 0y x y′′ − = 0x =

0x = 为方程常点，设
0

k
k

k
y a x

∞

=

= ∑ ，代入方程得 

( )( )2 3 2 2
2

2 6 1 2 n
n n

n
a a x n n a a x

∞

+ −
=

+ + + + − =⎡ ⎤⎣ ⎦∑ 0

n nn n a a+ −+ + − = 2n ≥

， 

所以 ， ， ( ) （ ）。 2 0a = 3 0a = ( ) 2 21 2 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4 1 4 2
1 1 1

4 4 1 4 4 1 4 1 4 1 1n n na a a
n n n n n n− −= =

− − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
=  

( ) ( ) ( ) ( ) 0
1 1 1

4 4 1 4 4 14 1 4 1 1
a

n n n n
=

− ×− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ −
 

( ) ( )
0

1 1
1 14 1 1 4 1 1
4 4

n
n

a
n n n n

=
− × ⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠

1
4

 

( )
( )

4

0

3 4 1
! 3 4 2

n

a
n n

Γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + ⎝ ⎠
，             （ ） 1n ≥

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 1 4 1 1 4 2 1
1 1 1

4 1 4 4 1 4 4 1 1 4 1n n na a a
n n n n n n+ − + − += =
+ + − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=  

( )
( )

4

1

5 4 1
! 5 4 2

n

a
n n

Γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + ⎝ ⎠
，             （ ） 1n ≥

由于 ， ，由递推关系可得2 0a = 3 0a = 4 2 4 3 0n na a+ += = （ ）。 1n ≥

所以两个级数解为
( )
( )

4

1
0

3 4
! 3 4 2

n

n

xy
n n

∞

=

Γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + ⎝ ⎠
∑ ，

( )
( )

4 1

2
0

5 4
! 5 4 2

n

n

xy
n n

+∞

=

Γ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + ⎝ ⎠
∑ 。 

 
 

192．在 邻域内求解方程 。 0x = 0y xy′′ − =

设
0

k
k

k
y a x

∞

=

=∑ ，代入方程得 ，所以 ， ( )( )2 2
1

2 1 2 n
n n

n
a n n a a x

∞

+ −
=

+ + + −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ 1 0= 2 0a =

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

0
3 0 2

2 31 1 1
3 3 1 3 3 1 ! 2 3 33 1 3 1 1n n

aa a
n n n nn n

Γ
= =

− × −− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Γ +
， 



( )( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

1
3 1 1 2

4 31 1 1
3 1 3 3 1 3 ! 4 3 33 1 1 3 1n n

aa a
n n n nn n+

Γ
= =

+ + ×− + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Γ +
， 

3 2 0na + = ，（上面 ）所以两个级数解为 1n ≥

( )
( )

3

1 2
0

2 3
! 2 3 3

n

n
n

xy
n n

∞

=

Γ
=

Γ +∑ ，
( )
( )

3 1

2 2
0

4 3
! 4 3 3

n

n
n

xy
n n

+∞

=

Γ
=

Γ +∑ 。 

 
 
193．求厄密方程 2 2u xu u 0λ′′ ′− + = 在 0x = 的解，并讨论当λ取何值时有一解截断为多

项式。 

设 ，代入方程得
0

k
k

k

u a
∞

=

=∑ x 0( )( ) ( )2
0

1 2 2 n
n n

n

n n a n a xλ
∞

+
=

+ + + −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ = 。 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
2 02 1

2 2 1 2 2 1 2 2 2 2
2 2 1 2 2 1 2 2 2 3 2 1n n

n n n
a a

n n n n n n
λ λ λ λ

−

− − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
− − − −

a
×

 

( )
( ) ( )

2

0

2 2
2 ! 2

n n
a

n
λ
λ

Γ −
=

Γ −
， （ ） 1n ≥

( )

2

2 1 1

12
2

12 1 !
2

n

n

n
a a

n

λ

λ+

−⎛ ⎞Γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−⎛ ⎞+ Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

（ ）， 1n ≥

所以两个解为：
( )

( ) ( ) ( )2
1

0

2
2

2 ! 2
n

n

n
u x

n
λ
λ

∞

=

Γ −
= =

Γ −∑ ，

( )
( )2 1

2
0

1
2 2
12 1 !

2

n

n

n
u x

n

λ

λ

∞
+

=

−⎛ ⎞Γ +⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−⎛ ⎞+ Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

当 2mλ = （ ）时，0,1,2,m =
( )

( ) ( ) ( )2
1

0
2

2 !
n

n

n m
u x

n m

∞

=

Γ −
= =

Γ −∑ ，当 时， 

是有限值，

n m> ( )n mΓ −

( )
1 0

m
=

Γ −
，所以

( )
( ) ( ) ( )2

1
0

2
2 !

m
n

n

n m
u x

n m=

Γ −
= =

Γ −∑ 。 n m≤ 时， 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

!1 2 1 1 1 1
!

n nn m mn m n m m m m m n
m m

Γ −
= − − − − − = − − − + = −

Γ − − n
， 

即
( )

( ) ( ) ( )2
1

0

1 !
2

2 ! !

nm
n

n

m
u x

n m n=

−
=

−∑ 。 



同样可得，当 2m 1λ = + 时，
( )

( ) ( ) ( )2 1
2

0

1 !
2

2 1 ! !

nm
n

n

m
u x

n m n
+

=

−
=

+ −∑ 。 

 
 

194．求超几何方程 ( ) ( )
2

21 1d u duz z z u
dz dz

γ α β αβ− + − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦ 0= 在 附近的两个独

立解，其中

0z =

, ,α β γ 为已知常数，且γ 不是整数。 

0z = 是方程的正则奇点，设 ，代入方程得： 
0

k
k

k
u z a zρ

∞

=

= ∑

( ) ( )( ) ( )( )1
0 1

0

1 1 k
k k

k
a z k k a k k a zρ ρ γρ ρ ρ γ ρ α ρ β

∞
−

+
=

− + + + + + + − + + + + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ 0  

所以 ，解得( )1 0ρ ρ γρ− + = 0ρ = 或 1ρ γ= − 。 

( )( )
( )( ) 1

1 1
1k k

k k
a a

k k
ρ α ρ β
ρ ρ γ −

− + + − + +
= =

+ − + +
 

   
( )( )

( )( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) 0

1 1 2 2
1 1 2 1

k k k k
a

k k k k
ρ α ρ β ρ α ρ β ρ α ρ β
ρ ρ γ ρ ρ γ ρ ρ γ

− + + − + + − + + − + + + +
=

+ − + + − + − + + + +
 

   
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( ) 0

1 2 1 2
1 1 1 2

k k k k
a

k k k k
ρ α ρ α ρ α ρ β ρ β ρ β

ρ ρ ρ ρ γ ρ γ ρ γ
− + + − + + + − + + − + + +

=
+ − + + − + + − + + +

 

   
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) 0

1
1

k k
a

k k
ρ α ρ ρ β ρ γ

ρ α ρ ρ β ρ γ
Γ + + Γ + Γ + + Γ +

=
Γ + Γ + + Γ + Γ + +

 

取 0ρ = 得第一个解
( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )1

0

1 , , ,
!

k

n

k k
u z

k k
α β γ

F zα β γ
α β γ

∞

=

Γ + Γ + Γ
= =

Γ Γ Γ +∑ ， 

取 1ρ γ= − 得第二个解
( )
( )

( )
( )

( )
( )

1
2

0

1 1 21
! 1 1 2

k

n

k k
u z z

k k
γ α γ β γ γ

α γ β γ γ

∞
−

=

Γ + + − Γ + + − Γ −
=

Γ + − Γ + − Γ + −∑  

( )1 1 ,1 , 2 ,z F zγ α γ β γ γ−= + − + − − 。 

 
 

195．求方程 在0xy xy y′′ ′− + = 0x = 邻域的两个独立解。 

0x = 是方程的正则奇点，设
0

k
k

k
y x a xρ

∞

=

= ∑ ，代入方程得： 



( ) ( )( ) ( )1
0 1

0

1 1 1 k
k k

k
a x k k a k a xρ ρ ρ ρ ρ

∞
−

+
=

− + + + + − − +⎡ ⎤⎣ ⎦∑ 0=  

所以 0ρ = 或 1ρ = ， ( )( ) ( ) 11 2 0k kk k a k aρ ρ ρ −+ − + − − + = 1k ≥（ ）。 

0ρ = 时， ， ，1 00 0a a⋅ + = 2 12 0a a− ⋅ = 0 3 2
1 0
6

a a= = ， 4 5 0a a= = = 即只有 不

为 0，所以一个解为

1a

1y x= 。当 1ρ = 时， 1 2 0a a= = = ，解仍为 x 。 

设另一解为
0

ln k
k

k
y gx x a x

∞

=

= +∑ ，代入方程得 

( ) ( ) ( )0 2 1
2

2 1 1 k
k k

k
g a a g x k ka k a x

∞

+
=

+ + − + + − − =⎡ ⎤⎣ ⎦∑ 0  

所以 ，0g a= − 2 0
1 1
2 2

a g= = − a ， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2
2 2 3 4 2
1 1 1 2 2 3 4 3 3k k

k k k ka a
k k k k k k k k−

− − − −
= = ×

− − − − − − ×
1

2
a

×
 

        
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0a1 1 1 1 1 2 1

1 1 2 4 3 1 ! 1 !
a a

k k k k k k k k
= = −

− − − − −
3k ≥= × （ ）。 

( )0 0 1 0
0 2

1ln ln
1 !

k k
k

k k
gx x a x a x x a a x a x

k k

∞ ∞

= =

+ = − + + −
−∑ ∑ ，其中 项对应解1a 1y ，省略之

得到另一解
( )2

2

1ln 1
1 !

k

k

y x x x
k k

∞

=

= − +
−∑ 。 

 
 

196．求方程
2

2
2

2 0d u du m u
dz z dz

+ + = 在 0z = 附近的两个独立解。 

设 ，代入方程得： 
0

k
k

k
u z a zρ

∞

=

= ∑

( ) ( )( ) ( )( )1 2
0 1 1

1

1 1 2 1 2 k
k k

k
a z a k k a m a zρ ρ ρ ρ ρ ρ

∞
−

+ −
=

⎡ ⎤+ + + + + + + + + +⎣ ⎦∑ 1 0= ， 

0, 1, 2ρ = − − ，
( )( )

2

21k k
ma a

k kρ ρ −

−
=

+ + +
。 



取 0ρ = ，
( )( ) ( )( )

( )
( )

22 2 2

2 0

1
2 1 2 2 1 2 2 3 2 2 1 !

k k

k

mm m ma a
k k k k k

−− − −
= =

+ − − × + 0a ， 

可得一个解
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

1
0 0

1 11 s
2 1 ! 2 1 !

k k
k k

k k

mzu mz mz
k mz k

∞ ∞
+

= =

− −
= =

+ +∑ ∑ 1 in
mz

= 。 

取 2ρ = − ，则
( )( ) ( )( )

( )
( )

22 2 2

2 1 1 1

1
2 2 1 2 2 2 3 2 1 2 !

k k

k

mm m ma a
k k k k k+

−− − −
= =

− − − ×
a ， 

可得另一解
( )
( ) ( )2 1

2
0

1 cos
2 !

k
k

k

mzu mz
k m

∞
−

=

−
= =∑ z

。 

 
 

197．求零阶 Bessel 方程
2

2

1 0d u du u
dz z dz

+ + = 在 0z = 邻域内的两个独立解。 

设 可得 。 
0

k
k

k
u z a zρ

∞

=

= ∑ ( ) ( )2 22 1
0 1 1 1

1

1 1 k
k k

k
a z a k a a zρ ρ ρ

∞
−

+ −
=

⎡ ⎤+ − + + + + =⎣ ⎦∑ 0

可得 0ρ = 或1，
( ) 22

1
k ka a

k ρ
−= −

+
。 

取 0ρ = ，
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )2 02 12 2 2 2 2

11 1 1 1
22 2 22 1

k

k k k
a a a

k k kk
−

−− − − −
= = =

−⎡ ⎤⎣ ⎦
02!

a ， 

可得一个解为：
( )
( )

( )
2

1 02
0

1
2!

k k

k

zu J
k

∞

=

− ⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ z 。 

设另一解为 ，代入方程得： ( )0
0

ln k
k

k

u gJ z z a z
∞

=

= +∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0 1 1

0 1

ln 2 1 0k k
k k

k k

g zJ z J z zJ z z gJ z k a z a z
∞ ∞

+ −
= =

′′ ′ ′+ + + + + + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∑ ∑  

由于 是方程的解，即( )0J z ( ) ( ) ( )0 0 0 0zJ z J z zJ z′′ ′+ + = ，代入 ( )0J z 表达式，并把 z 的

偶次幂项和奇次幂项分开写成： 

( ) ( ) ( )
( )

2 22 2
1 2 1 2 1 2 2 2 2 2

1 1

1
2 1 2 4 0

! 2

k
k k

k k k k k
k k

k
a k a a z k a a g z

k

∞ ∞
−

+ − −
= =

⎡ ⎤−⎡ ⎤+ + − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ 1 = 。 

所以 ，由1 0a = z 的偶次幂项系数的递推公式可得 2 1 0ka + = 。 



z 的奇次幂项系数的递推公式为：
( )

( )
( )

2 2
2 2 2 2

1
2 !

k
k

k k

aa g
k k k
− −

= − −
2

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
( )

1
2 4

2 2 2 22 2

1 11
2 2 2 !1 1 ! 2

k k
k

kk

a g g
k k k kk k

−

−

−

⎡ ⎤− −⎢ ⎥= − − − −
⎢ ⎥− − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

2 2
 

( )
( )

( )( )
( )
( )

2 4
2 24 2 2 2

1 1
2 1 1 ! 2 !

k k
k

k k

a g g
k k k k k k

− − −
= − −

− − 2 2
 

( )
( )

( )
( )

2
2 4

2 24 2 2

1 1 1 1
12 1 ! 2

k
k

k

a
g

k kk k k
−− − ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟−⎝ ⎠−

 

( )
( )

( )
( )02 22 2

1 1 1 1 1
12 ! ! 2

k k

k k
a g

k kk k
− − ⎛ ⎞= = − + + +⎜ ⎟−⎝ ⎠

。 

所以另一解为 ( ) ( )
( )

2

2 0 2
0

1 1 1ln 1
1 2!

k k

k

zu J z z
k kk

∞

=

− ⎛ ⎞⎛
⎜
⎝

⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎟−⎝ ⎠ ⎠
∑ 0a（ 项对应解 ，故省

略之）。 

1u

 
 

198．求 Legendre 方程 ( ) ( )
2

2
21 2 1 0d u duz z u

dz dz
μ μ− − + + = 1z在 = 的有界解。 

设 ，代入方程得： ( ) ( )
0

1 k
k

k

u z a zρ
∞

=

= − −∑ 1

0( ) ( ) ( )( ) ( )1 22
0 1

0

2 1 2 1 1 1 k
k k

k

a z k a k k a zρ ρ ρ μ ρ μ
∞

−
+

=

⎡ ⎤− + + + + + + + + − − =⎣ ⎦∑ 。 

所以 0ρ = ， 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )
1 022 2

1 1 1 2
2 2 2 1k k

k k k k k k
a a

k k k
1

2
a

μ μ μ μ μ μ
−

+ + − + + − − + + − +
= =

−

μ μ
 

   

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )0 02 22

1 1 1 2 1
2 1 1 2 ! 1k k

k k k k k
a a

k k k k
μ μ μ μ μ μ μ

μ

+ − + + ⋅ + − + − Γ + +
= =

− Γ − + +
 

所以一个解为
( )

( ) ( )1 2
0

1 1
2! 1

k

k

k zu
k k

μ

μ

∞

=

Γ + + −⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠Γ − + +

∑ 。 

可求出该级数收敛半径为 2，即收敛域为 1 2z − < ，即在收敛域内它是有界解。当 nμ = （整



数）时，若 则有1k n≥ +
( )

1 0
1k n

=
Γ − + +

，而 ( )1k μΓ + + 为有限值，所以 截断为多

项式：

1u

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )1 2 2

0 0

1 !1 1
2 2! 1 ! !

k kn n

k k

k n n kz zu
k k n k n k= =

Γ + + +− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠Γ − + + −

∑ ∑ 。 

 
 

199．求合流超几何方程 ( )
2

2 0d u duz b z au
dz dz

+ − − = 在 0z = 附近的两个独立解，已知其中

的 为常数，且 ，1 整数。 ,a b 0a > b− ≠

设 ，代入方程得 
0

k
k

k

u z c zρ
∞

=

= ∑

( ) ( )( ) ( )1
0 1

0

1 1 k
k k

k

b c z k k b c k a c zρ ρ ρ ρ ρ
∞

−
+

=

+ − + + + + + − + + =⎡ ⎤⎣ ⎦∑ 0。 

0ρ = 或1 ，b−
( )( ) 1

1
1k k

k ac c
k k b

ρ
ρ ρ −

− + +
=

+ − + +
。 

取 0ρ = ，则
( )

( )
( )

( )
( )1 0

1 1
1 !k k

k a bk ac c
k k b k a k b−

Γ + Γ− +
= =

− + Γ Γ +
c ， 

所以一个解为
( )
( )

( )
( ) ( )1

0

1 , ,
!

k

k

k a b
u z

k a k b

∞

=

Γ + Γ
= =

Γ Γ +∑ F a b z 。 

取 1 bρ = − ，则
( )
( )

( )
( ) 0

1 21
! 1 2k

k a b b
c c

k a b k b
Γ + + − Γ −

=
Γ + − Γ + −

，所以另一解为 

( )
( )

( )
( ) ( )1 1

1
0

1 21 1 ,2 ,
! 1 2

b k b

k

k a b b
u z z z F a b b z

k a b k b

∞
− −

=

Γ + + − Γ −
= =

Γ + − Γ + −∑ + − − 。 

 
 

200．求方程
2

2
2

1 0d u du m u
dz z dz

+ − = 在 0z = 附近的两个独立解。 

设 ，代入方程得 
0

k
k

k

u z a zρ
∞

=

= ∑

( ) ( )2 22 1 2
0 1 1 1

1

1 1 k
k k

k

a z a k a m a zρ ρ ρ
∞

−
+ −

=

⎡ ⎤+ − + + + − =⎣ ⎦∑ 0。 



所以 0ρ = 或1，
( )

2

22k k
ma a

k ρ
−=

+
。 

取 0ρ = ，则
( ) ( )

22

2 2 22 2
1

22 !

k

k k
m ma a
k k

−
⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0a ，所以一个解为 

( )
( )
( )

( )
2 2

1 02 2
0 0

11
2 2! !

kk k

k k

mz imzu J
k k

∞ ∞

= =

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ imz

1 z

。 

设另一解为 ，代入方程得（参考 197 题） 1
0

ln k
k

k

u gu z a z
∞

=

= +∑

( )2 2 2
1 2 1 2

1

2 1 k
k k

k

a k a m a
∞

+ −
=

⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦∑  

           ( )
( )

2
2 2 2

2 2 2 2
1

2 4
2 !

k
k

k k
k

m kk a m a g z
k

∞
−

−
=

⎡ ⎤⎛ ⎞+ − +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 1 0= 。 

所以 ，2 1 0ka + =
( )

2 2

2 2 2 22

1
2 2!

k

k k
m ga a

k k k
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

m
 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 42 22

1 1
2 2 21 !1 1 !

k k

k
m m g m ga

k k kk k

−

−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

2

2 2
m

k
 

( ) ( )

4 2

2 42 22

1 1
2 21 !

k

k
m g ma

k kk k k
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
1

1
+

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−
 

( ) ( )

2 2

02 2
1 1 1

2 2 1! !

k km g ma
k kk k

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
1

。 

所以另一解为 ( )
( )

2

2 0 2
0

1 1 1ln 1
1 2!

k

k

mzu J imz z
k kk

∞

=

⎛ ⎞⎛= − + + +⎜ ⎟⎜−⎝ ⎠⎝
∑ ⎞

⎟
⎠

。 

 



201．一长为 l ，横截面积为 的均匀弹性杆，已知一端（S 0x = ）固定，另一端在杆轴方向

上受拉力 而平衡。在 时撤去外力 。试推导杆的纵振动所满足的方程，边界条件和

初始条件。 
F 0t = F

 

假设在垂直杆长方向的任一截面上各点的振动情况相同 ( ),u x t 表示杆上 x处在 t 时刻相对

于平衡位置的位移。取杆上长为dx的一小段，用 ( ),P x t 表示应力，由牛顿第二定律， 

( ) ( )
2

2, , uP x dx t P x t S dm
t

∂
+ − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∂

，代入 dm Sdxρ= 得
2

2

P u
x t

ρ∂ ∂
=

∂ ∂
。由 Hooke 定

律
uP E
x

∂
=

∂
可得

2 2

2 2 2

1 0u u
x a t

∂ ∂
− =

∂ ∂
，其中

Ea
ρ

= 。 

取右端长为 ε 的一小段，由牛顿第二定律有 ( )
2

2
x l x l

u uF t ES S
x tε αε

ρε
= − = −

∂ ∂
− =

∂ ∂

（0 1α< < ），令 0ε → 有 ( ) 0
x l

uF t ES
x =

∂
− =

∂
。                      （a） 

当 时0t > ( ) 0F t = ，所以 0
x l

u
x =

∂
=

∂
。由于左端点固定，故有

0
0

x
u

=
= 。 

令（a）式中 有0t =
0

0
x l
t

uF E S
x =

=

∂
−

∂
= 。因为平衡时应力处处相等，所以该式对于任

意 [ ]0,x l∈ 都成立，即
0

0
t

uF E S
x =

∂
−

∂
= ，对 x积分可得

0t

Fu x
E S=

= （注意到

0
0

x
u

=
= ）。初始时处于平衡状态，各处速度为 0，即

0

0
t

u
t =

∂
=

∂
。 

综上该定解问题为

2 2

2 2 2

0

0
0

1 0

0, 0

, 0

x
x l

t
t

u u
x a t

uu
x

F uu x
ES t

=
=

=
=

⎧ ∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

。 

 



202．一均匀弹性杆，原处于静止状态。其一端（ 0x = ）固定。从 0t = 时刻起，在另一端

（ x l= ）单位面积上施加外力 ，力的方向与杆轴平行。试列出杆的纵振动方程，边界条

件和初始条件。 
P

将上题（a）式写成 ( ) 0
x l

uP t S ES
x =

∂
− =

∂
，则 时0t >

x l

u P
x E=

∂
=

∂
。 

0t = 时令 则有( ) 0P t =
0

0
x l
t

u
x =

=

∂
=

∂
，同上题讨论可得

0
0

t
u

=
= ，其他条件与上题同。 

该定解问题为

2 2

2 2 2

0

0
0

1 0

0,

0, 0

x
x l

t
t

u u
x a t

u Pu
x E
uu
t

=
=

=
=

⎧ ∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

。 

 
 
203．一均匀，各向同性的弹性圆膜，四周固定。试列出膜的横振动方程及边界条件。 

 

设 mρ 为面密度，任何方向单位长度张力是T 。 

沿 ρ 方向合张力为 ( ) sin sinT T
ρ ρ ρ

ρ ρ ϕ α ρ ϕ α
+Δ

+ Δ Δ − Δ ， 

ϕ 方向合张力为 sin sinT T
ϕ ϕ ϕ

ρ β ρ
+Δ

Δ − Δ β 。 

在小振动近似下有 sin tan uα α
ρ

Δ
≈ ≈

Δ
， sin tan uβ β

ρ ϕ
Δ

≈ ≈
Δ

，再由牛顿第二定律得 

( ) u u u uT T T T
ρ ρ ρ ϕ ϕ

ρ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ
ϕρ ρ ρ ϕ ρ+Δ +Δ

Δ Δ Δ Δ
+ Δ Δ − Δ + Δ − Δ

Δ Δ Δ Δϕ
 



            
1

2

2

2m
u

t ρ ε ρ
ϕ ε ϕ

ρ ρ ρ ϕ
+ Δ
+ Δ

∂
= Δ Δ

∂
（ 10 1ε< < ， 20 1ε< < ）， 

即

( )

1

2

2

2 2

1 1 0m

u u u u
u

T t
ρ ρ ρ ϕ ϕ ϕ

ρ ε ρ
ϕ ε ϕ

ρ ρ ρ
ρ ρ ϕ ϕ ρ

ρ ρ ρ ϕ
+Δ +Δ

+ Δ
+ Δ

Δ Δ Δ Δ
+ Δ − −

Δ Δ Δ Δ ∂
+ − =

Δ Δ ∂
 

令 0, 0ρ ϕΔ → Δ → 得
2 2

2 2 2 2

1 1 1 0u u u
a t

ρ
ρ ρ ρ ρ ϕ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= ，其中
m

Ta
ρ

= 。 

该定解问题为

2
2

2 2

1 0

0
R

uu
a t

u
ρ =

⎧ ∂
∇ − =⎪ ∂⎨

⎪ =⎩

（极坐标系中
2

2
2

1 1ρ 2ρ ρ ρ ρ ϕ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

∇ = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
）。 

 
 
204．一长为 l 的均匀金属细杆（可近似看作一维的），通有恒定电流。设杆的一端（ ）

温度恒为 0，另一端（

0x =

x l= ）恒为 ，初始时温度分布为0u 0u x
l

。试写出杆中温度场所满足

的方程，边界条件与初始条件。 

由于热功率为
2I R ，所以单位时间单位体积产生热量

2I R
lS

。所以热传导方程为 

2 2

2

u u Ic k
t x lS

ρ ∂ ∂
− =

∂ ∂
R

，其中 ρ 为体密度，c为比热。若用λ 表示线密度，则有
S
λρ = ，

所以方程为

2
2u kS I Ru

t c clλ λ
∂

− ∇ =
∂

。 

该定解问题为

2 2

2

0
00 0

0, ,
x x l t

u kS u I R
t c x cl

uu u u u
l

λ λ

= = =

⎧ ∂ ∂
− =⎪⎪ ∂ ∂

⎨
⎪ = = =
⎪⎩

x
。 

 
 
205．在铀块中，除了中子的扩散运动外，还进行着中子的吸收和增殖过程。设在单位时间

内单位体积中，吸收和增殖的中子数均正比于该时刻该处的中子浓度 ( ),u tr ，因而净增中

子数可表为 ，( ),u tα r α 为比例常数。试导出 ( ),u tr 所满足的方程。 

用 表示单位时间流过某单位面积的中子数，有q D u= − ∇q 。取一个六面体 



[ ] [ ] [ ], , ,x x x y y y z z z+ Δ × + Δ × + Δ ， tΔ 时间内沿 x 方向流入该六面体的中子数为 

( )
2

2x xx x x
x x x

u u uq q y z t D y z t D x y z t
x x x+Δ

+Δ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− Δ Δ Δ = − Δ Δ Δ = Δ Δ Δ Δ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

， 

同样可得沿 y，z 方向流入该六面体的中子数分别为
2

2

uD x y z t
y
∂

Δ Δ Δ Δ
∂

和

2

2

uD x y z t
z
∂

Δ Δ Δ Δ
∂

。 

六面体内中子数一共增加 ，增加数应等于流入中子数加上净增中子数，即 u x y z tΔ Δ Δ Δ Δ

2 2 2

2 2 2

u u uu x y z D x y z t u x y z t
x y z

α
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

Δ Δ Δ Δ = + + Δ Δ Δ Δ + Δ Δ Δ Δ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
。 

两边同除 x y z tΔ Δ Δ Δ ，令 得0tΔ → 2u D u u
t

α∂
= ∇ +

∂
。 

 
 
206．设有一均匀杆，长为 l ，一端固定，另一端受外力 sinF A tω= 作用，其方向与杆一

致， A为常数，列出边界条件。 

同 202 题， sin
x l

u F A t
x E S ES

ω
=

∂
= =

∂
，

0

0
x

u
x =

∂
=

∂
。 

 
 

207．有一长为 的均匀细杆，现通过其两端，在单位时间内，经单位面积分别供给热量 与

。试写出边界条件。 

l 1Q

2Q

取左端长为ε的一小段，由能量守恒， ( )1 ,
x

x

uQ q x t c
tε

αε

ρ ε
=

=

∂
− =

∂
（0 1α< < ）。 

代入
uq k
x
∂

= −
∂

得 1
x x

u uQ k c
x tε αε

ρ ε
= =

∂ ∂
+ =

∂ ∂
。令 0ε → 得 1

0x

Qu
x k=

∂
= −

∂
。 

同样可得 2

x l

Qu
x k=

∂
=

∂
。 

 
 
208．有一半径为a，表面涂黑的导体球，暴晒于日光下，在垂直于光线的单位面积上，单

位时间内吸收热量M 。设周围媒质温度为 0，球面按牛顿冷却定律散热。试在适当的坐标

系中写出边界条件。 
牛顿冷却定律：单位时间流过表面单位面积的热量与表面两边的温度差成正比（比例系数设

为 ）。 H



 

取上图的一小块体积元， 时间内外表面（tΔ r a= ）吸收热量为 ( )cosr r a
M S tθ

=
Δ Δ ， 

外表面散失热量为 rr a r a
H u S t

= =
Δ Δ 。 

r a r= −Δ 面流入热量为 r r rr a r r a r r a r
r a r

uq S t k S
r= −Δ = −Δ = −Δ

= −Δ

∂
Δ Δ = − Δ Δ

∂
t ， 

从θ面流入热量
k uq S t S
aθ θ θθ θ θ

θθ
∂

Δ Δ = − Δ Δ
∂

t ， 

从θ θ+ Δ 面流入热量
k uq S t S
aθ θ θθ θ θ θ θ θ

θ θθ+Δ +Δ +Δ
+Δ

∂
− Δ Δ = Δ

∂
tΔ ， 

从ϕ 面流入热量
sin
k uq S t S

aϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ
ϕθ ϕ

∂
Δ Δ = − Δ Δ

∂
t ， 

从ϕ ϕ+ Δ 面流入热量
sin
k uq S t S

aϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕθ ϕ+Δ +Δ +Δ
+Δ

∂
− Δ Δ = Δ

∂
tΔ 。 

以上各式中
2 sinr r a

S a θ θ ϕ
=

Δ = Δ Δ ， ( )2 sinr r a r
S a r θ θ ϕ

= −Δ
Δ = −Δ Δ Δ ， 

sinS a rθ θ
θ ϕΔ = Δ Δ ， ( )sinS a rθ θ θ

θ θ ϕ
+Δ

Δ = + Δ Δ Δ ， S S a rϕ ϕϕ ϕ ϕ
θ

+Δ
Δ = Δ = Δ Δ 。 

该体积元内增加热量为
2 sinc V u ca r uρ ρ θ θ ϕΔ Δ = Δ Δ Δ Δ ，由能量守恒可得 

( )cosr rr a r a r a r a r
r a r

u
rM S t H u S t k S

r
θ

= = =
= −Δ

∂
Δ Δ − Δ Δ − Δ

∂
t

= −Δ
Δ  

         
sin

k u k u k uS t S t S
a a aθ θθ θ θ ϕ

θ θ θ ϕθ θ θ ϕ+Δ
+Δ

∂ ∂ ∂
− Δ Δ + Δ Δ − Δ

∂ ∂ ∂
tϕ Δ  

         2 sin
sin
k u S t ca r

a ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

uρ θ θ ϕ
θ ϕ +Δ

+Δ

∂
+ Δ Δ = Δ Δ

∂
Δ Δ  



化简得 

( )22 2 2 2 2sin cos sin sin
r a

r a r

uMa H u a k a r
r

θ θ θ
=

= −Δ

∂
− − − Δ

∂
θ  

      ( )1 1sin sin sinu u uk r k r
θ θ θ ϕ ϕ ϕ

θ θ θ θ
θ θ θ ϕ ϕ+Δ +Δ

⎛ ⎞⎡ ⎤∂ ∂ ∂
+ Δ + Δ − + Δ −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟Δ ∂ ∂ Δ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠

u
ϕ
∂
∂

 

               2 2sin uca r
t

ρ θ Δ
= Δ

Δ
。 

令 , , ,r t 0θ ϕΔ Δ Δ Δ → ，因为 ( )1 sin sin sinu u

θ θ θ

θ θ θ θ u
θ θ θ θ+Δ

⎡ ⎤
θ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ Δ − → ⎜ ⎟⎢ ⎥Δ ∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ∂
， 

2

2

1 u u u

ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ+Δ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− →⎜ ⎟⎜ ⎟Δ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ϕ

，
u u
t t

Δ ∂
→ 都是有限值，所以有 

Δ ∂

cos
r a

u H Mu
r k k

θ
=

∂⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
。 

上面的讨论适用于0 2θ π≤ ≤ 的情况，即有光线照射到的范围，对于 2π θ π< ≤ ，只需

令上式 即可，即0M =
cos ,0 2

0, 2r a

M
u H u k
r k

θ θ π

π θ π=

⎧ ≤ ≤∂ ⎪⎛ ⎞+ = ⎨⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎪ < ≤⎩

 

 
 
209．一完全柔软的均匀细线，重力可忽略。一端（ 0x = ）固定在匀速转动的轴上，角速

度为ω，另一端（ x l= ）自由。由于惯性离心力的作用，此细线的平衡位置为水平线。试

推导细线相对于其平衡位置作横振动的振动方程。 

 
取长为 xΔ 的一小段，水平方向（纵向）由牛顿第二定律及向心加速度公式可得 

( ) ( ) 2T x T x x x xρ ω− + Δ = Δ ，两边同除 xΔ 并令 0xΔ → 得 ( ) 2T x xρω′ = − 。 

将上式积分，并由 可得( ) 0T l = ( ) ( )2 2 21
2

T x l xρω= − 。 

垂直方向（横向）可列出牛顿方程 ( ) ( )
2

2sin sin
x x x

x x

uT x x T x x
t α

θ θ ρ
+Δ

+ Δ

∂
+ Δ − = Δ

∂
。 



由小振动近似， sin tan u
x

θ θ ∂
≈ ≈

∂
，代入上式，两边同除 xΔ 并令 0xΔ → 可得 

( )
2

2

u uT x
x x t

ρ∂ ∂ ∂⎡ ⎤ =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ∂
，代入 表达式即可得( )T x ( )

2
2 2

2 2

2 0u ul x
x x tω
∂ ∂ ∂⎡ ⎤− − =⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

。 

 
 
210．一长为 l 的水平均匀弹性弦（两端固定），中点处悬一重物，质量为M 。试列出弦的

横振动方程，边界条件以及连接条件。设悬线的质量及弹性形变均可忽略。 

 

显然有 ( ) ( )
0 0

2 2
, ,l lx x

u x t u x t
= − = +

= 。 

由于重物没有水平方向的运动，所以 1 1 2cos cosT T 2θ θ= 。由于 1 20, 0θ θ≈ ≈ ，所以  1 2T T=

（记为 ）。垂直方向有T
2

1 1 2 2 2

2

sin sin
lx

uT T Mg M
t

θ θ
=

∂
+ − =

∂
，由于 1

0
2

sin
lx

u
x

θ
= −

∂
≈ −

∂
，

2
0

2

sin
lx

u
x

θ
= +

∂
≈
∂

，所以
2

2
0 0

2 2 2
l l lx x x

u u M u g
x x T t= + = − =

⎛ ⎞
∂ ∂ ∂⎜ ⎟− = +

⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

该定解问题为 ( ) ( )

2 2

2 2 2

0

0 0
2 2

2

2
0 0

2 2 2

1 0

0, 0

, ,
x x l

l lx x

l l lx x x

u u
x a t

u u

u x t u x t

u u M u g
x x T t

= =

= − = +

= + = − =

⎧∂ ∂
− =⎪∂ ∂⎪
= =⎪

⎪⎪ =⎨
⎪
⎪ ⎛ ⎞
∂ ∂ ∂⎪ ⎜ ⎟− = +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

。 

 
 



211．将下列方程分离变量：（1） ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 2 22 2 0u u u ua x b y a x b y
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ + +
∂ ∂ ∂ ∂

= ； 

（2）
2

2 2

1 1 0u uρ
ρ ρ ρ ρ ϕ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

= ；（3） 2
2 2

1 1 sin 0
sin

u ur
r r r r

θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
； 

（4）
( )

2

2

sin sin 1 0
ch cos ch cos sin ch cos

u uα α
α β α α β β α β α β α ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ − ∂ ∂ − ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

u
=

)

。 

（1）设 ，代入方程得： ( ) ( ) (,u x y X x Y y=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 0a x X x Y y b y X x Y y a x X x Y y b y X x Y y′′ ′′ ′ ′+ + + = 。 

两边同除 ( ) ( )X x Y y 得
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) (

( )
)1 2 1 2a x X x a x X x b y Y y b y Y y

X x Y y
′′ ′ ′′ ′+ +

= − 。 

令两边等于λ，则
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

0

0

a x X x a x X x X x

b y Y y b y Y y Y y

λ

λ

′′ ′+ −⎧⎪
⎨ ′′ ′+ +⎪⎩

=

=
。 

（2）设 ( ) ( ) ( ),u ρ ϕ ρ= Ρ Φ ϕ ，代入方程得：
( ) ( ) ( ) ( )2

2 2 0
d dd

d d d
ϕ ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ ϕ

Φ Ρ Ρ Φ⎡ ⎤ ϕ
+ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
。 

两边同乘
( ) ( )

2ρ
ρ ϕΡ Φ

得
( )

( )
( )

( )2

2

1d dd
d d d

ρ ϕρ ρ
ρ ρ ρ ϕ ϕ

Ρ Φ⎡ ⎤
= −⎢ ⎥Ρ Φ⎣ ⎦

， 

令两边等于λ，则

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

1 0

0

dd
d d

d
d

ρ λρ ρ
ρ ρ ρ ρ

ϕ
λ ϕ

ϕ

⎧ Ρ⎡ ⎤
− Ρ =⎪ ⎢ ⎥

⎪ ⎣ ⎦
⎨

Φ⎪ + Φ =⎪⎩

。 

（3）设 ( ) ( ) ( ),u r R rθ θ= Θ ，代入方程得 

( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 sin 0

sin
dR r R r dd dr

r dr dr r d d
θ θ

θ
θ θ θ

Θ Θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ( ) ( )
。两边同乘

2r
R r

得 
Θ θ

( )
( )

( )
( )21 1 sin

sin
dR r dd dr

R r dr dr d d
θ

θ
θ θ θ θ

Θ⎡ ⎤ ⎡
= −⎢ ⎥ ⎢Θ⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎦
。令两边等于λ得 

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

1 0

1 sin 0
sin

dR rd r R r
r dr dr r

dd
d d

λ

θ
θ λ θ

θ θ θ

⎧ ⎡ ⎤
− =⎪ ⎢ ⎥

⎪ ⎣ ⎦
⎨

Θ⎡ ⎤⎪ + Θ =⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

。 



（4）令 ( ) ( ), , , , ch cosu vα β ϕ α β ϕ β α= − ，则
2 2

2 2ch cosu vβ α
ϕ ϕ
∂ ∂

= −
∂ ∂

， 

sinch cos
2 ch cos

u v vαβ α
α α β α
∂ ∂

= − +
∂ ∂ −

，
shch cos

2 ch cos
u v vββ α
β β β α
∂ ∂

= − +
∂ ∂ −

， 

代入方程得 

( ) ( )

2

3 2 3 2
sin sin sin sin sh

ch cos ch cos2 ch cos 2 ch cos
v vv vα α α α

α α β ββ α β αβ α β α

⎡ ⎤ ⎡∂ ∂ ∂ ∂
+ + +⎢ ⎥ ⎢

∂ ∂ ∂ ∂− −− −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

β ⎤
⎥
⎥⎦

 

2

2

1 0
sin ch cos

v
ϕα β α
∂

+ =
∂−

 

展开得 

( )

2 2

3 2 2

2cos ch cos 1 sin
ch cos2 ch cos

v vα β α α
α αβ αβ α

− − ∂ ∂
+

∂ ∂−−
 

           
( ) ( )

2 2

5 2 3 2
4sin cos ch sin cos 3sin sin

4 ch cos 2 ch cos
vvα α β α α α α
αβ α β α

− −
+ +

∂− −

∂
 

           
( )

2

3 2 2

sin sh sin
ch cos2 ch cos

v vα β α
β ββ αβ α
∂ ∂

− +
∂ ∂−−

 

           
( ) ( )

2

5 2 3 2
3sin sin ch 2sin cos ch sin sh

4 ch cos 2 ch cos
vvα α β α α β α β
ββ α β α

− −
+ +

∂− −

∂
 

           
2

2

1 0
sin ch cos

v
ϕα β α
∂

+ =
∂−

 

化简得
2 2 2

2 2
2 2 2

1sin sin cos sin sin 0
4

v v v v vα α α α α
α α β ϕ
∂ ∂ ∂ ∂ 2+ + + −
∂ ∂ ∂ ∂

=

)

。 

设 ( ) ( ) ( ) (, ,v α β ϕ α β ϕ= Α Β Φ ，代入上式，两边同除 ( ) ( ) ( )α β ϕΑ Β Φ 得 

( )
( )

( )
( )

( )
( )2

2sin 1 sin 1sin sin
4

d dd
d d d d

dα β ϕα αα α
α α α β β ϕ

Α Β⎡ ⎤
− + = −⎢ ⎥Α Β⎣ ⎦ ϕ

Φ
Φ

。 

令上式两边等于μ ，则 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

2

1 1sin
sin sin 4

0

d dd
d d d

d
d

1α βμα
α α α α α β β

ϕ
μ ϕ

ϕ

⎧ Α Β⎡ ⎤
− = −⎪ ⎢ ⎥Α Β⎪ ⎣ ⎦

⎨
Φ⎪ + Φ =⎪⎩

。 

令上面第一式两边等于 λ− ，则 



( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 sin 0
sin sin

1 0
4

0

dd
d d

d
d

d
d

α μα λ α
α α α α

β
λ β

β
ϕ

μ ϕ
ϕ

⎧ Α⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ − Α =⎪ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦⎪

⎪ Β⎪ ⎛ ⎞+ + Β =⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪ Φ
+ Φ =⎪

⎪⎩

。 

 
 
212．求解下列各本征值问题，证明各题中本征函数的正交性，并算出归一因子。 

（1） ；（2）
( ) ( )

0
0 0,

X X
X X l

λ′′ + =⎧⎪
⎨ = =⎪⎩ 0 0( ) ( )

0
0 0,

X X
X X l

λ′′ + =⎧⎪
⎨ ′= =⎪⎩

；（3） ； 
( ) ( )

0
0 0, 0

X X
X X l

λ′′ + =⎧⎪
⎨ ′ ′= =⎪⎩

（4） ；（5）
( ) ( )

0
0, 0

X X
X a X b

λ′′ + =⎧⎪
⎨ = =⎪⎩

( )
( ) ( )

0
0 0

0

X X
X

X l X l

λ

α β

⎧ ′′ + =
⎪

=⎨
⎪ ′+ =⎩

；（6） 。 ( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

0
0 0

0

X X
X X

X l X l

λ
α β

α β

⎧ ′′ + =
⎪

′+ =⎨
⎪ ′+ =⎩

0

（1）方程两边同乘 X ，并对 x 积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
00 0 0 0

l l l ll
X x X x X x dx X x X x X x dx X x dxλ ′′ ′ ′ ′= − = − + =∫ ∫ ∫ ∫ 。 

当 时，( ) 0X x ≠
( )
( )

2

0

2

0

0

l

l

X x dx

X x dx
λ

′
= ≥∫
∫

。当 0λ = 时，即 0X ′′ = ，则解为 ( )X x ax= + b，

代入边界条件得 ( ) 0X x = ，所以只有 0λ > 。 

0λ > 时解为 ( ) sin cosX x a x b xλ λ= + ，由边界条件可得 0b = ，

2n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

所以对应本征值

2

n
n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
的本征函数为 ( ) sinn

nX x x
l
π

= （ 1,2,n = ）。 

设两对本征值和本征函数为 ( )1 1, Xλ ， ( )2 2, Xλ ，（ 1 2λ λ≠ ）即 

( ) ( )
1 1 1

1 1

0
0 0,

X X
X X l

λ′′+ =⎧⎪
⎨ = =⎪⎩ 0 0

，
( ) ( )

2 2 2

2 2

0
0 0,

X X
X X l

λ′′ + =⎧⎪
⎨ = =⎪⎩

。 

令第一个方程两边同乘 2X 减去第二个方程两边同乘 1X ，并对 x 积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 20 0

l l
X x X x dx X x X x X x X x dxλ λ ′′ ′′− = −∫ ∫  

           ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20 0
0

l l
X x X x X x X x′ ′= + = 。 



由于 1 2 0λ λ− ≠ ，所以 ( ) ( )1 20
0

l
X x X x dx =∫ ，即不同本征值的本征函数正交。 

( )2 2

0 0
sin

2
l l

n
n lX x dx xdx
l
π

=∫ ∫ = ，所以归一化因子为
2
l
。 

（2）
22 1

2n
n

l
λ π+⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（ ），0,1,2,n = ( ) 2 1sin

2n
nX x x

l
π+

= ，归一因子
2
l
。 

（3）此时本征值λ可取 0。 0λ > 时可求出

2

n
n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（ 1,2,n = ）， ( ) cosn

nX x x
l
π

=

（ ）。1,2,n = 0λ = 时可求出 ( )0 1X x = ，因此本征值为

2

n
n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（ ），

本征函数

0,1,2,n =

( ) cosn
nX x x
l
π

= （ ）。 0,1, 2,n =

( )2

0

, 0

, 0
2

l

n

l n
X x dx l n

=⎧
⎪= ⎨

>⎪⎩
∫ ，所以归一因子为

( ),0

2
1 nl δ+

。 

（4）解为 ( ) 1 2sin cosX x C x C xλ λ= + ，代入边界条件得 

1 2sin cos 0C a C aλ λ+ = ， 1 2sin cos 0C b C bλ λ+ = ， 

写成矩阵形式为
1

2

sin cos
0

sin cos

Ca a
Cb b

λ λ

λ λ

⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

， 

要使 有非零解，应有
1

2

C
C
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

⎟ ( )
sin cos

sin 0
sin cos

a a
a b

b b

λ λ
λ

λ λ
= − = ， 

即本征值为

2

n
n

b a
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

（ ），将1,2,n = 2 1C
sin
cos

n

n

a
C

a
λ
λ

= − (代入 )X x 表达式可得本

征函数 ( ) ( )sinn

n x a
X x

b a
π −

=
−

。归一化因子
2

b a−
。 

（5）解为 ( ) 1 2sin cosX x C x C xλ λ= + ，代入边界条件得 2 0C = ， 

tan 0l βλ λ
α

+ = ，本征值 nλ 是左边方程的第 （n 1,2,= ）个正根，对应的本征函数

为 ( ) sinn nX x xλ= 。 

设本征值 1λ 对应本征函数 1X ，本征值 2λ （ 1λ≠ ）对应本征函数 2X ，则 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 20 0

l l
X x X x dx X x X x X x X x dxλ λ ⎡ ⎤′′′′− = −

⎣ ⎦∫ ∫  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 20 0

l l
X x X x X x X x X l X l X l X l′ ′ ′ ′= − = −  

         ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 0X l X l X l X lα α
β β

= − + = ， 

即不同本征值的本征函数是正交的。 

( )2
20 0

tan1 1 1cos 2 sin 2
2 2 2 24 2 1

l l n
n n n

n n

ll l lX x dx xdx l
l

λ
λ λ

tan nλ λ λ
= − = − = −

+∫ ∫ ， 

代入 tan n nl βλ λ
α

=− ，则上式 2 2

1
2 2 n

l αβ
α β λ

= +
+

，所以归一化因子为

( )2 2

1

2 2 n

l αβ
α β λ

+
+

。 

（6）解为 ( ) 1 2sin cosX x C x C xλ λ= + ，代入边界条件得 

1 2 1 1

2 1 2 2 2 1 2 2

0

sin cos cos sin 0

C C

C l C l C l C l

α β λ

α λ α λ β λ λ β λ λ

⎧ + =⎪
⎨

+ + −⎪⎩ =
。 

由第一式得 1
2 1

1

C C βλ
α

= − ，代入第二式得 

( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1tan 0lα α β β λ λ α β α β λ+ + − = 。本征值 nλ 为该方程的第 n 个正根。 

将 1
2 1

1
nC C βλ
α

= − 代入 ( )X x 表达式为 1

1

sin cosn n nx xβλ λ λ
α

− ， 

本征函数可表示为 ( ) ( )sinn nX x x nλ δ= − ，其中 1

1

tan n n
βδ λ
α

= 。 

( ) ( )2

0

1 sin 2 sin 2
2 4

l

n n
n

lX x dx l n nλ δ δ
λ

⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦∫ 。 

由 1 2 2 1

1 2 1 2

tan n nl α β α βλ λ
α α β β

−
= −

+ λ
可得： 

( )( )
2 2 2 2
1 2 2 1 2 1 1 1 2 2 1 2

2 2 2 22
1 1 2 2

2 tan
sin 2 2

1 tan
n n n

n n
n nn

l
l

l
λ α α β α α β α β β λ α β β λλ λ

α β λ α β λλ
− + −

= = −
+ ++

， 

( )( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2
2 2 2 22
1 1 2 2

1 tan 4cos 2
1 tan

n n n n
n

n nn

l
l

l
λ nα α α β λ α β λ α α β β λ β β λλ

α β λ α β λλ
− − − + +

= =
+ ++

， 



1 1
2 2 2

1 1

2 tansin 2 2
1 tan

n
n n

n n

δ α βδ λ
δ α β λ

= =
+ +

，

2 2 2
1 1

2 2 2
1 1

1 tancos 2
1 tan

n n
n

n n

δ α β λδ
δ α β λ

− −
= =

+ +
， 

( ) 2 2
2 2
2 2

sin 2 sin 2 cos 2 cos 2 sin 2 2n n n n n n n
n

l l l α βλ δ λ δ λ δ λ
α β λ

− = − = −
+

。 

所以 ( )2 2 2 1 1
2 2 2 20
2 2 1 1

1
2 2

l

n
n n

lX x dx α β α β
α β λ α β λ
⎛ ⎞

= + −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∫ ， 

所以归一因子为

2 2 1 1
2 2 2 2
2 2 1 1

1
1

2 2 n n

l α β α β
α β λ α β λ
⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

。 

 
 

213．如果我们采用最小二乘法用
1

sin
N

n
n

na
l

xπ
=
∑ 去逼近函数 ( )f x ， ( )

1
sin

N

n
n

nf x a
l

xπ
=

≈∑ ， 

即要求均方误差 ( )
2

0
1

sin
Nl

n
n

nf x a x
l
πε

=

⎡ ⎤
= −⎢⎣ ⎦

∑∫ dx⎥ 取极小，试确定展开系数 。 na

令ε 对 的偏导为零： 1 2, , Na a a

( )
0

1
2 sin sin 0

l
πNl

n
nk

n kf x a x xdx
a l
ε π

=

∂ ⎡ ⎤= − − =⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
∑∫ 1,2,k N（ = ），即 

( )
0 0

1
sin sin sin

N l l

n
n

n k ka x xdx f x xd
l l l
π π π

=

=∑ ∫ ∫ x 。由 sin k
l
π⎧ ⎫x⎨ ⎬

⎩ ⎭
的正交性可得 

( )
0

2 sin
l

k
ka f x x

l l
dxπ

= ∫ 。 

 
 

214．解第 201 题。

2 2

2 2 2

0

0
0

1 0

0, 0

, 0

x
x l

t
t

u u
x a t

uu
x

F uu x
ES t

=
=

=
=

⎧ ∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

 

设 ( ) ( ) ( ),u x t X x T t= ，代入方程得
( )
( )

( )
( )2

1X x T t
X x a T t

λ
′′ ′′

= = − 。 



本征值问题为
( ) ( )
( ) ( )

0

0 0,

X x X x

X X l

λ′′ + =⎧⎪
⎨ ′= =⎪⎩ 0

。212 题第（2）小题已解出该本征值问题： 

22 1
2n
n

l
λ π+⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ( ) 2 1sin

2n
nX x x

l
π+

= 。 

解出 ( ) 2 1 2 1sin cos
2 2n n n
n nT t A a t B a t

l l
π π+ +

= + ， 

( ) ( )
1 1

2 1 2 1 2 1sin cos sin
2 2n n n n

n n

n nu T t X x A a t B a t
l l 2

n x
l

π π π
∞ ∞

= =

+ +⎛ ⎞= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ +
。 

由
0

1

2 1sin
2nt

n

n Fu B x
l E

π
∞

=
=

+
= =∑ x

S
可定出 

( )
( )220

12 2 1 8sin
2 1

n
l

n
F n FlB x xdx

lES l ES n
π

π
−+

= =
+∫ 。 

由
10

2 1 2 1sin 0
2 2n

nt

u n nA a x
t l l

π π
∞

==

∂ + +
= =

∂ ∑ 可定出 0nA = 。 

所以 ( ) ( )
( )22

1

18 2 1, cos si
2 22 1

n

n

Fl n nu x t a t x
ES l ln

2 1nπ π
π

∞

=

− + +
=

+
∑ 。 

 
 
215．一长为 l ，两端固定的均匀弦，初始时，弦被拉开，待达到平衡后突然放手。试求解

此问题。 

 

方程与上题同，边界条件为
0

0
x

u
=

= ， 0
x l

u
=
= 。 

初始条件为：
( )0

, 0

,
t

h x x c
cu

h l x
c x l

l c

=

⎧ ≤ ≤⎪⎪= ⎨ −⎪ ≤ ≤
⎪ −⎩

，
0

0
t

u
t =

∂
=

∂
。 

本征函数为 ( ) sinn
nX x x
l
π

= （ 1,2,n = ），解出 ( ) sin cosn n n
n nT t A at B at
l l
π π

= + ， 

1
sin cos sinn n

n

n nu A at B at
l l

n x
l

π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 



由初始条件定出
( )

2

2 2

2 1 sinn
hl nB c

c l c n l
π

π
=

−
， 0nA = ， 

所以 ( ) ( )
2

2 2
1

2 1, sin cos
n

hl n n nu x t c at x
c l c n l l l

sinπ π π
π

∞

=

=
− ∑ 。 

 
 
216．两端固定的均匀弦，在硬质平锤的打击下以如下初速度分布振动： 

0
0

0,0
,
0,t

x c
u v c x c
t

c x l

δ
δ δ
δ=

≤ < −⎧
∂ ⎪= − < < +⎨∂ ⎪ + < ≤⎩

。若初位移为 0，求解弦的横振动。 

仍有
1

sin cos sinn n
n

n nu A at B at
l l

n x
l

π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

0
1

sin 0nt
n

nu B x
l
π∞

=
=

= =∑ ，所以 0nB = ， 

10

sinn
nt

u n nA a
t l

x
l

π π∞

==

∂
=

∂ ∑ ，所以 

0
2 20

0

42 sin sin sin
l

n
t

lvu n n nA xdx
n a t l n a l l

cπ π π δ
π π=

∂
= =

∂∫ 。 

所以 ( ) 0
2 2

1

4 1, sin sin sin sin
n

lv n n n nu x t c at x
a n l l l l

π π πδ
π

∞

=

= ∑ π
。 

 
 
217．两端固定的均匀弦，其 x c= 点受到尖锤的打击而获得冲量 I 。若初位移为 0，求解弦

的自由横振动。 

假设冲量 I 均匀分布于 c x cδ δ− < < + 上，由动量定理， 02 v Iρδ = （ ρ 是线密度）， 

所以 0 2
Iv
ρδ

= ，代入上题结果， 

( ) 2 2
1

2 1, sin sin sin
n

lI n n n nu x t c at x
a n l l l lδ sinπ π πδ

π ρδ

∞

=

= ∑ π
。 

2 2

1 1sin sin sin sinn n n nc at
n l l l l

π π π πδ ≤x
n

，所以上面的级数是一致收敛的，令 0δ → ，

则求极限与求和可交换顺序，即 



( ) 2 20 01

sin2 1lim , sin lim sin sin
n

n
lI n n nlu x t c at x
a n l l lδδ δ

π δπ π π
π ρ δ

∞

→ →
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

           
1

2 1 sin sin sin
n

I n n nc at
a n l l l

xπ π π
π ρ

∞

=

= ∑ 。 

 
 
218．一长为 的均匀杆，两端受力作用而分别压缩了2l lε 。在 0t = 时撤去外力，试解杆的

纵振动。 

以杆的中点为坐标原点，由于两端自由，所以边界条件为 0
x l

u
x =−

∂
=

∂
， 0

x l

u
x =

∂
=

∂
。 

由于杆均匀，故初始时刻位移是线性形式，即
0t

u xε
=
= − ；初始时静止，所以

0

0
t

u
t =

∂
=

∂
。 

同 212 题第（4）小题作法可得本征函数 ( ) ( )cos
2n
nX x x

l
lπ

= + 。 

( ) cos sin
2 2n n n
n nT t A at B at

l l
π π

= + ， 

( )
1

cos sin cos
2 2 2n n

n

n n nu A at B at x
l l l
π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ l+ 。 

由
0

0
t

u
t =

∂
=

∂
可得 ，由0nB = ( )0

1
cos

2nt
n

nu A x l
l
π xε

∞

=
=

= + = −∑ 可得 

( ) ( )2 2

4cos 1 1
2

l n
n l

n lA x x l dx
l l n
ε π ε

π−

− ⎡ ⎤= + = − −⎣ ⎦∫ ，所以 2 0kA = ，
( )2 1 22

8
2 1

k
lA
k
ε

π
+ =

+
， 

所以 ( )
( )

( ) ( ) ( )22
0

2 1 2 18 1, cos cos
2 22 1k

k klu x t at x l
l lk

π πε
π

∞

=

+ +
= +

+
∑  

          
( )
( )

( ) ( )1

22
0

1 2 1 2 18 cos sin
2 22 1

k

k

k kl at x
l lk

π πε
π

+∞

=

− + +
=

+
∑ 。 

 
 
219．设长为 的细杆， 端绝热，另一端与外界按牛顿冷却定律交换热量，外界温度为

0。杆身的散热可忽略不计。初始时杆的温度为 。求杆中温度的分布与变化。 

l 0x =

0u

取右端长为ε 的一小段，由牛顿冷却定律， tΔ 时间内流出该段热量为
x l

H u S t
=

Δ （ 为杆S



的横截面积），从内侧流入热量为
x l

uqS t k S t
x ε= −

∂
Δ = − Δ

∂
，该段内吸收热量为 c uρ εΔ ，由

能量守恒可得
x l

x l

uH u S t k S t c u
x ε

ρ ε
=

= −

∂
− Δ − Δ =

∂
Δ ，即

x l
x l

u H cu u
x k kSε

ρε
=

= − t
∂ Δ

+ = −
∂ Δ

，

令 0, 0t εΔ → → ，由于
u u
t t

Δ ∂
→

Δ ∂
为有限值，所以 0

x l
x l

u hu
x =

=

∂
+ =

∂
（

Hh
k

= ）。 

对于左端，可认为 ，所以有0H =
0

0
x

u
x =

∂
=

∂
。 

即该定解问题为

2

2

0

00

0

0, 0
x x

t

u u
t x
u u hu
x x

u u

κ

= =

=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

∂ ∂⎪ ⎛ ⎞= +⎨ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ =
⎪
⎩

l

=  

令 ( ) ( ) ( ),u x t X x T t= 可得 ( ) ( ) 0X x X xλ′′ + = ， ( ) ( ) 0T x T tκλ′ + = 。 

本征值问题为
( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

0 0,

X x X x

X X l hX l

λ′′ + =⎧⎪
⎨ ′ ′= +⎪⎩ 0=

。 

解得本征值 nλ 是方程 tan l hλ λ = 的第 n 个正根，本征函数为 ( ) cosn nX x xλ= 。 

设本征值 1λ 对应本征函数 1X ，本征值 2λ 对应本征函数 2X ，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 20 0

l l
X x X x dx X x X x X x X x dxλ λ ⎡ ⎤′′′′− = −

⎣ ⎦∫ ∫  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 20 0

l l
X x X x X x X x X l X l X l X l′ ′ ′ ′= − = −  

         ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 0hX l X l hX l X l= − + = 。 

即证明了本征函数的正交性。 

解得 ( ) nt
n nT t A e κλ−= ，则

1

cos nt
n n

n

u A xe κλλ
∞

−

=

= ∑ 。 

由初始条件 0
1

cosn
n

u A n xλ
∞

=

=∑ 及本征函数的正交性有 0
0 2

0

cos

cos

l

n
n l

n

xdx
A u

xdx

λ

λ
= ∫

∫
。 



( ) ( )
( )

1
1

0 22

tan11cos sin 1
1 tan

n
l nn

n n
n n n nn

l hxdx l
hl

λ
λ λ

λ λ λ λλ

−
−−

= = = −
++

∫ ， 

2

0 0

1 1cos cos 2 sin 2
2 2 2 4

l l

n n
n

l l
nxdx xdx lλ λ λ

λ
= + = +∫ ∫  

          22

tan1 1
2 22 1 tan

n

nn n

ll hl
hl

λ
λλ λ

⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟++ ⎝ ⎠

。 

所以 ( )
( )

1
0 2

2

1 11 2n
n

n n

n

A hu
hh l

h
λ λ

λ

−= −
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟+⎝ ⎠

， 

( ) ( )
( )

1
0 21

2

1 1, 2 1 cos n
n t

n
n n n

n

u x t hu xe
hh l

h

κλλ
λ λ

λ

∞
− −

=

= −
⎛ ⎞+ +⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑ 。 

 
 
220．求解细杆的导热问题，杆长为 ，两端（l 0x = 及 x l= ）均保持为 0 度，初始温度分

布 ( ) 2
0t

u b x l x
=
= − l 。 

可得本征函数 ( ) sinn
nX x x
l
π

= ，解出 ( )
2n t

l
n nT t A e

πκ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠= ，

2

1
sin

n t
l

n
n

nu A xe
l

πκπ ⎛ ⎞∞ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ∑ 。 

代入初始条件， (2
1

sinn
n

n bA x x l
l l
π∞

=

= −∑ )x ，所以 ( )3 0

2 sin
l

n
b nA x l x xdx

l l
π

= −∫  

( )3 3

4 1 1 nb
nπ

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦，则 ，2 0kA =
( )2 1 33

8
2 1

k
bA
kπ

+ =
+

， 

所以 ( )
( )

( ) ( )2 2

2
2 1

33
0

2 18 1, sin
2 1

k
t

l

k

kbu x t xe
lk

π
κπ

π

+∞ −

=

+
=

+
∑ 。 

 
 

221．求解：

2 2

2 2

0 00

0

0

,

0, 0

x x a

y y b

u u
x y

u u u u

u u
y y

= =

= =

⎧ ∂ ∂⎪ + =
∂ ∂⎪

⎪ = =⎨
⎪
∂ ∂⎪ = =⎪ ∂ ∂⎩

y  



设 ，则( ) ( ) (,u x y X x Y y= ) ( )
( )

( )
( )

X x Y y
X x Y y

λ
′′ ′′

= − = 。可得到本征值问题
( ) ( )
( ) ( )

0

0 0,

Y y Y y

Y Y b

λ′′ + =⎧⎪
⎨ ′ ′= =⎪⎩ 0

。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
00 0 0 0

b b b bb
Y y dy Y y Y y dy Y y Y y Y y dy Y y dyλ ′′ ′ ′ ′= − = − + =∫ ∫ ∫ ∫ ， 当

时有( ) 0Y y ≠
( )
( )

2

0

2

0

0

b

b

Y y dy

Y y dy
λ

′
= ≥∫
∫

。 

可得本征函数 ( ) cosn
nY y y
b
π

= （ 0,1,2n = ）。 

解得 ( ) 0 ch shn n n
n nX x Cx A A x B
b b

xπ π
= + + + （ 1,2n = ），其中 对应本征值0Cx A+

0 0λ = 。则 ( ) 0
1

, ch shn n
n

n nu x y A Cx A x B x y
b b

cos n
b

π π π∞

=

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

由 00x
u

=
= u 可得 0 0

1

cosn
n

nu A A
b

yπ∞

=

= +∑ ，所以 0 0A u= ， 0nA = （ ）。 1, 2,n =

由 0x a
u u

=
= y 可得 0 0

1

sh cosn
n

n nu y u Ca B a y
b b
π π∞

=

= + +∑ ， 

( ) ( )0 0
2 20

2 2 11 cos 1 1
sh sh

b n
n

u bunB y ydyn nb nb a a
b b

π
π ππ

⎡ ⎤= − = − −⎣ ⎦∫ ， 

2 0kB = ，

( ) ( )
0

2 1 2
2

4 1
2 1

2 1 sh
k

buB
k

k a
b

ππ+ = −
+

+
。 

( )0
00

21
2

bu bC y dy
ab a

−
= − =∫ u ，所以 

( )
( ) ( )

( ) ( )0
0 0 2

20

2 1 2 142 1, sh
2 12 2 1 shk

k kbubu x y u u x x y
ka bk a

b

cos
b

π π
ππ

∞

=

+ +−
= + −

+
+

∑

 
 

222．在带状区域0 x a≤ ≤ ， 中求解0 y≤ < ∞

2 2

2 2

0

0

0

0, 0

1 , lim

x x a

y y

u u
x y

u u

xu A u
a

= =

= →∞

⎧∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪
⎛ ⎞⎪ 0= − =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

。 



可求得本征函数 ( ) sinn
nX x x
a
π

= （ 1,2,n = ）。 

由 得lim 0
y

u
→∞

= ( )
n y
a

n nY y C e
π

−
= ，则 ( )

1
, sin

n y
a

n
n

nu x y C xe
a

ππ∞ −

=

= ∑ 。 

由
0

1
y

xu A
a=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

得
0

2 21 sin
a

n
A x nC x
a a a

π Adx
nπ

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 。 

所以 ( ) ( ) ( )

1 1

2 1 2 1 1 1, sin
2

n ny y ix
a a

n n n

A n Au x y xe e e
n a i n n

π ππ
π π

∞ ∞ ∞− − +

= = =1

n y ix
a
π

− −⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  

        
( ) ( )2 1 ln 1 ln 1

2
y ix y ix

a aA e e
i

π π

π
− + − −⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪= − − + −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
   （ ( )

1
ln 1

n

n

zz
n

∞

=

− = −∑ ， 1z < ） 

        
( )

( )

1 cos sin2 1 1 2 1ln ln
2 21 1 cos

y y
a ay ix

a

y ix y y
a a

e x ieA e A a a
i ie e x ie

a a

π π
π

π π

sina

x

x
π

π π

π π π π

− −
− −

− + − −

− +−
= =

− − −
 

        

sin
1

1 cos sin2 1 2ln arctan
2

sin 1 cos
1

1 cos

y
a

y y
a a

y y
a a

y
a

e x
ai

e x eA Aa a
i

e x e
a ai

e x
a

π

π π

π π

π

π

π π

π π

x

xπ π

π

−

− −

− −

−

+
−

= =
−

−
−

。 

 
 
223．当层状铀块的厚度超过一定值（称为临界厚度）时，中子浓度将随时间增加而增加，

以致引起铀块爆炸。这就是原子弹爆炸的基本过程。试估计层状铀块的临界厚度。假定中子

浓度满足齐次的第一类边界条件。方程见 205 题。 

方程（一维）：
u uD
t x

uα∂ ∂
= +

∂ ∂
，边界条件：

0
0

x
u

=
= ， 0

x l
u

=
= 。 

分离变量可得本征值

2

n
nD
l
πλ α⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
（ 1,2,n = ），所以

2

n

nD t
lt

n n nT A e A e
πα

λ

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥− ⎣ ⎦= = 。 

当

2

0nD
l
πα ⎛ ⎞− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
> 时，此函数递增。由此可得临界厚度 c

Dl π
α

= 。 

 
 



224．求解两端固定弦的阻尼振动问题：

( ) ( )

2 2
2

2 2

0

0
0

2

0, 0

,

x x l

t
t

u u uh a
t t x

u u

uu x
t

ϕ ψ

= =

=
=

⎧ ∂ ∂ ∂
+ =⎪

∂ ∂ ∂⎪⎪ = =⎨
⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

x

。 

分离变量得
( ) ( )
( ) ( ) ( )2

0

2 0

X x X x

T t hT t a T t

λ

λ

′′ + =⎧⎪
⎨

′′ ′+ +⎪⎩ =
。本征值为

2

n
n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，本征函数为

( ) sinn
nX x x
l
π

= （ ）。 1, 2,n =

( ) ( )cos sinht
n n n nT t e A t B tnω ω−= + ，其中

2
2

n
n a h

l
πω ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
（设

ah
l
π

< ）。 

则 ( ) ( )
1

, cos sin siht
n n n n

n

nu x t e A t B t x
l

n πω ω
∞

−

=

= +∑ 。 

由 ( )0t
u xϕ

=
= 可得 ( )

0

2 sin
l

n
nA x x

l l
dxπϕ= ∫ ， 

( ) ( )
10

sinn n n
nt

u nB hA x x
t l

πω ψ
∞

==

∂
= − =

∂ ∑ ，所以 ( )
0

2 sin
l

n n
n n

h nB A x
l l

xdxπψ
ω ω

= + ∫ 。 

 
 

225．一个均匀的，各向同性的弹性方形膜，0 x l≤ ≤ ，0 y l≤ ≤ ，四周夹紧。初始形状为

( )( )Axy l x l y− − ，初速度为 0，求解膜的横振动。 

定解问题为

( )( )

2 2 2

2 2 2 2

0

0

0
0

1 0

0, 0

0, 0

, 0

x x l

y y l

t
t

u u u
x y a t

u u

u u

uu Axy l x l y
t

= =

= =

=
=

⎧∂ ∂ ∂
+ − =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎪ = =⎪
⎨

= =⎪
⎪ ∂⎪ = − −
⎪ ∂⎩

=

。设 ( ) ( ) ( ), , ,u x y t X x w y t= ，则 

2 2

2 2 2

1 1X w w
X w a t y

λ
′′ ⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

= − 。即 2 2

2 2 2

0

1 0

X X

w w w
a t y

λ

λ

′′ + =⎧
⎪
⎛ ⎞∂ ∂⎨ − + =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

。 

设 ，则( ) ( ) (,w x y Y y T t= ) 2

1Y T
Y a T

λ μ
′′ ′′
= + = − ， 



所以 。 

( )2

0
0

0

X X
Y Y
T a T

λ
μ

λ μ

⎧ ′′ + =
⎪ ′′ + =⎨
⎪ ′′ + + =⎩

可得

2

n
n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ( ) sinn

nX x x
l
π

= （ 1,2,n = ）。 

2

m
m
l
πμ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ( ) sinm

mY y y
l
π

= （ 1,2,m = ）。 

( ) sin cosmn mn mn mn mnT t A t B tω ω= + ，其中 2 2
mn

an m
l
πω = + 。 

( ) ( )
1 1

, , sin cos sin sinmn mn mn mn
n m

n mu x y t A t B t x y
l l
π πω ω

∞ ∞

= =

= +∑∑ 。 

由
0

0
t

u
t =

∂
=

∂
可得 。 0mnA =

由 ( )(0t
u Axy l x l

=
= − − )y 得 

( ) ( ) ( ) ( )
4

2 6 2 20 0

4 16sin sin 1 1 1 1
l l n m

mn
A m n AlB y l y xdy x l x xdx

l l l m n
π π

π
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − = − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ ， 

2 ,2 0j iB = ， 2 1,2 0j iB + = ， ，2 ,2 1 0j iB + =
( ) ( )

4

2 1,2 1 2 26

64
2 1 2 1j i

AlB
i jπ

+ + =
+ +

。 

所以 

( )
( ) ( )

( ) ( )4

2 1,2 12 26
0 0

2 1 2 164 1, , sin sin cos
2 1 2 1 j i

j i

i iAlu x y t x y t
l li j

π π
ω

π

∞ ∞

+ +
= =

+ +
=

+ +
∑∑ 。 

 
 

226．一个均匀的，各向同性的弹性方形膜，0 x l≤ ≤ ，0 y l≤ ≤ ，四周夹紧。若初始时在

中心附近受到敲击，使得
0

0

, ,
2 2 2 2

0,otherst

l l l lv x yu
t

δ δ δ

=

⎧ δ− < < + − < < +∂ ⎪= ⎨
∂ ⎪⎩

，而初位移为 0。

求解膜的横振动。 

同上题有 ( ) ( )
1 1

, , sin cos sin sinmn mn mn mn
n m

n mu x y t A t B t x y
l l
π πω ω

∞ ∞

= =

= +∑∑ ， 

其中 2 2
mn

an m
l
πω = + 。 



由
0

0
t

u
=
= 有 。 0mnB =

0

1 10

, ,
sin sin 2 2 2 2

0,others
mn mn

n mt

l l l lv x yu n mA x y
t l l

δ δ δπ πω
∞ ∞

= ==

⎧ δ− < < + − < < +∂ ⎪= = ⎨
∂ ⎪⎩

∑∑ 。 

所以
2 20

2 2 2

4 sin sin
l l

mn l l
mn

v n mA xdx
l l

δ δ

δ δ
xdx

l
π π

ω
+ +

− −
= ∫ ∫  

        0
2

16 sin sin sin sin
2 2mn

v n m n m
mn l l

π π πδ π
π ω

=
δ
。 

2 ,2 2 1,2 2 ,2 1 0j i j i j iA A A+ += = = ， 

( )
( )( )

( ) ( )0
2 1,2 1 2

2 1,2 1

1 16 2 1 2 1
sin sin

2 1 2 1

i j

j i
j i

v i j
A

i j l l
πδ π

π ω

+

+ +
+ +

− +
=

+ +
δ+

。 

所以 ( ) ( )
( )( )

( ) ( )0
2

0 0 2 1,2 1

1 2 1 216, , sin sin
2 1 2 1

i j

i j j i

i jvu x y t
i j l l

1πδ π
π ω

+∞ ∞

= = + +

− +
=

+ +∑∑
δ+

 

                         
( ) ( )

2 1,2 1

2 1 2 1
sin sin sin j i

i j
x y t

l l
π π

ω + +

+ +
⋅  

 
 

227．均匀，各向同性的弹性方膜，0 x l≤ ≤ ，0 y l≤ ≤ ，四周夹紧。若初始时在中心附近

受到敲击，使中心点得到冲量 I ，而初位移为 0，试求解膜的横振动。 

同 217 题， 0 24
Iv
ρδ

= ，其中 ρ 为面密度。 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

2 0 00 0 2 1,2 1

2 1 2 1
sin sin14, , lim lim

2 1 2 1

i j

i j j i

i j
I l lu x y t

i j δ δ

πδ π

π ρ ω δ δ

+∞ ∞

→ →
= = + +

+ +
−

=
+ +∑∑

δ

 

                         
( ) ( )

2 1,2 1

2 1 2 1
sin sin sin j i

i j
x y t

l l
π π

ω + +

+ +
⋅  

( ) ( ) ( )
2 1,2 12

0 0 2 1,2 1

1 2 1 2 14 sin sin sin
i j

j i
i j j i

i jI x y t
l l l

π π
ω

ρ ω

+∞ ∞

+ +
= = + +

− + +
= ∑∑ 。 

 
 
228．一长为 l 的均匀园杆作微小扭转振动。在振动过程中，杆的各横截面仍保持为平面而



绕杆轴扭转，轴向上不发生位移。杆的一端固定，另一端连接在圆盘上，则偏转角θ 所满足

的方程和边界条件为

2 2
2

2 2

2
2

20

0

0,
x

x lx l

a
t x

c
t x

θ θ

θ θθ
=

==

⎧ ∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

⎨ ∂ ∂⎪ = = −
⎪ ∂ ∂⎩

， 和 均为实常数。 a c

（1）求相应的本征值 nλ 及本征函数 ( )nX x ；（2）计算积分 ( ) ( )
0

l

n mX x X x dx∫ ； 

（3）计算积分 ( ) ( )
0

l

n mX x X x dx′ ′∫ 。 

（1）设 ( ) ( ) ( ),x t X x T tθ = ，则
( )
( )

( )
( )2

X x T t
X x a T t

λ
′′ ′′

= = − ， 

( ) ( )0
0 0

x
X T tθ

=
= = ，所以 ( )0X 0= 。 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

x lx l

X l T t c c X l T t
t x
θ θ

==

∂ ∂′′ ′= = − = −
∂ ∂

，所以 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 2

1 T t aX l X l X l
c T t c

λ
′′

′ = − = 。 

即本征值问题为

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

2

0

0 0,

X x X x

aX X l X l
c

λ

λ

′′⎧ + =
⎪
⎨

′= =⎪
⎩

。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
00 0 0

l l ll
X x dx X x X x dx X x X x X x dxλ ′′ ′ ′= − = − +∫ ∫ ∫  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
20 0

l la 2X l X l X x dx X l X x dx
c

λ′ ′ ′= − + = − +∫ ∫ ， 

所以
( )

( ) ( )

2

0
2

2 2
20

0

l

l

X x dx

aX x dx X l
c

λ
′

= ≥
+

∫

∫
（ ( )X x 非恒零），若 ( ) 0X x′ = ，即 ( )X x C= （常

数），由 知( )0 0X = ( ) 0X x = ，所以一定有 0λ > 。 

解得本征值 nλ 为方程
2

2tan cl
a

λ λ = 的第 n 个正根，本征函数 ( ) sinn nX x xλ= 。 

（2）设 nλ ， mλ 分别对应 ( )nX x ， ( )mX x （n m≠ ），即 

( ) ( )n n nX x X xλ ′′= − ， ( ) ( )m m mX x Xλ x′′= − 。 

第一式两边同乘 ( )mX x 减去第二式两边同乘 ( )nX x ，再两边积分得 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

l l

n m n m n m n mX x X x dx X x X x X x X x dxλ λ ′′ ′′− = −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫  

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2n m n m m n n m
aX l X l X l X l X l X l
c

λ λ′ ′= − = − ， 

由于 n mλ λ≠ ，所以 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 20
sin sin

l

n m n m n
a a

mX x X x dx X l X l l l
c c

λ λ= − = −∫  

当 时，n m= ( ) ( ) 2

0 0 0

1sin cos 2
2 2

l l l

n m n n
lX x X x dx xdx xdxλ λ= = −∫ ∫ ∫  

                    
2

42

tan1 1sin 2
2 2 24 2 1 tan

2 1

n
n

n n n
n

a
ll l l cl

l a
c

λ
λ

λ λ λ
λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= − = − = −

⎡ ⎤+ ⎛ ⎞ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

（3） ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

l l

n n m n mX x X x dx X x X x dxλ ′′= −∫ ∫  

                        ( ) ( ) ( ) ( )
0

l

n m n mX l X l X x X x dx′ ′ ′= − + ∫ ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

l l

n m n m n n mX x X x dx X l X l X x X x dxλ′ ′ ′= +∫ ∫  

             ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 0

l

n n m n m
a X l X l X x X x dx
c

λ
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ 。 

n m≠ 时由于 ( ) ( ) ( ) ( )
2

20

l

n m n m
aX x X x dx X l X l
c

= −∫ ，所以 。 ( ) ( )
0

0
l

n mX x X x dx′ ′ =∫

n m= 时， ( ) ( ) 2

0 0 0

1cos cos 2
2 2

l l l

n m n n n n
lX x X x dx xdx xdxλ λ λ λ⎡ ⎤′ ′ = = +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫  

                 

2

42
2 1

n

n

a
l c

a
c

λ
λ

⎧ ⎫
⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠= +⎨ ⎬

⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪+⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

。 

 
 
 
229．求解枢轴的扭转振动问题： 



( ) ( )

2 2
2

2 2

2
2

20

0
0

0

0,

,

x
x lx l

t
t

u ua
t x

u uu c
t x

uu x
t

ϕ ψ

=
==

=
=

⎧ ∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎪ = = −⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =

∂⎪⎩
x

 

由上题， ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, sin cos sinn n n n n n n
n n

u x t X x T t A a t B a t xλ λ λ
∞ ∞

= =

= = +∑ ∑ 。 

则 ( ( )
1

sin cosn n n n n
n

u A a t B a t X x
x

λ λ
∞

=

∂ ) ′= +
∂ ∑ （假设可逐项微分）。 

初始条件写为 ( ) ( )
2

0 0

,
t t

u ux x
x x t

ϕ ψ
= =

∂ ∂′ ′= =
∂ ∂ ∂

。 

根据 ( ){ }nX x′ 的正交性，可由初始条件定出系数 。 ,n nA B

( ) ( ) ( )
0 0

1 1 cos
l l

n n
n n n n

nB x X x dx x xdx
N N

ϕ ϕ
λ λ

′ ′ ′= =∫ ∫ λ ， 

( ) ( ) ( )
0 0

1 1 cos
l l

n n
n nn n n

A x X x dx x
a Na N

ψ ψ
λλ λ

′ ′ ′= =∫ ∫ n xdxλ 。 

其中

2

42
2 1

n

n

a
l cN

a
c

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= +

⎡ ⎤⎛ ⎞ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

 
 

230．求解下列定解问题：

( ) ( )

2 4
2

2 4

2 2

2 20
0

0
0

0

0, 0, 0, 0

,

x x l
x x

t
t

u ua
t x

u uu u
x x

uu x x
t

ϕ ψ

= =
= =

=
=

⎧ ∂ ∂
+ =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎪ = = =⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =

∂⎪⎩

l

=  

分离变量得
( )
( )

( ) ( )
( )

4

2

T t X x
a T t X x

λ
′′

= − = − 。 



本征值问题

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

4 0

0 0, 0, 0 0, 0

X x X x

X X l X X l

λ⎧ − =⎪
⎨

′′ ′′= = =⎪⎩ =
。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 32
00 0 0

l l ll
X x dx X x X x dx X x X x X x X x dxλ ′′′ ′= = −∫ ∫ ∫  

            ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0

l ll
X x X x X x dx X x dx′′ ′ ′′ ′′= − + =∫ ∫ ， 

所以
( )
( )

2

0

2

0

0

l

l

X x dx

X x dx
λ

′′
= >∫
∫

。 

X 的通解为 ( ) 4 4 4
1 2 3 4sh ch sin cosX x C x C x C x C x4λ λ λ= + + + λ

0

， 

由 可得 ，再由( ) ( )0 0, 0X X ′′= = 2 4 0C C= = ( ) ( )0, 0X l X l′′= = 可得 

4 4
1 3

4 4
1 3

sh sin 0

sh sin 0

C l C l

C l C l

λ λ

λ λ

⎧ + =⎪
⎨

− =⎪⎩
，两式相加得 4

1 sh 0C lλ = ，因为 4sh 0lλ ≠ （ 0λ > ），所

以 。两式相减得1 0C = 4
3 sin 0C lλ = ，可得本征值

4

n
n
l
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
（ 1,2,n = ）， 

本征函数 ( ) sinn
nX x x
l
π

= 。 

所以 ( )
2 2

1

, sin cos sinn n
n

n nu x t A at B at x
l l

n
l

π π π∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 。 

由初始条件可得 ( )2 2 0

2 sin
l

n
l nA x xdx

n a l
πψ

π
= ∫ ， ( )

0

2 sin
l

n
nB x xdx

l l
πϕ= ∫ 。 

 
 

231．在矩形区域0 x a< < ，
2 2
b by− < < 上求解：（1） 2 2u∇ = − ，（2） ，而

在边界上数值为 0。 

2 2u x∇ = − y u

（1）可设方程的一个特解为 ，则( )v x ( ) 2v x′′ = − ，使之满足齐次边界条件可解得

，令u v(v x a x= − ) w= + ，则

( ) ( )

2

0

2 2

0
0, 0

,
x x a

y b y b

w
w w

w x a x w x a
= =

=− =

⎧∇ =
⎪⎪ = =⎨
⎪ x= − − = − −⎪⎩

。 

可得
1

sh ch sinn n
n

n nw A y B y
a a

n x
a

π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

由 的边界条件可得 y



( )
1

sh ch sin
2 2n n

n

n b n b nA B x x a
a a a
π π π∞

=

⎛ ⎞− + = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ x− ， 

( )
1

sh ch sin
2 2n n

n

n b n b nA B x x a
a a a
π π π∞

=

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ x− − 。 

两式相减可得 ，两式相加可得 0nA =

( ) ( )
2

0 3 3

2 4sin 1 1
ch ch

2 2

a n
n

n aB x x a xdxn b n baa n
a a

π
π ππ

⎡ ⎤= − = − −⎣ ⎦∫ ， 

2 0kB = ，

( ) ( )
2

2 1
3 3

8
2 1

2 1 ch
2

k
aB

k b
k

a
π

π
+ = −

+
+

。 

所以 ( )
( ) ( )

( ) ( )2

3
30

2 1 2 18 1, ch
2 1

2 1 ch
2

k

k kaw x t y x
k b a ak

a

sin
π π

ππ

∞

=

+ +
= −

+
+

∑ ， 

( ) ( ) ( ), ,u x t x a x w x t= − +  

       ( )
( ) ( )

( ) ( )2

3
30

2 1 2 18 1 ch sin
2 1

2 1 ch
2

k

k kax a x y x
k b a ak

a

π π
ππ

∞

=

+ +
= − −

+
+

∑ 。 

（2）将非齐次项
2x y− 按 x 的本征函数展开，即 ( )2

1

sinn
n

nx y g y
a

xπ∞

=

− =∑ ， 

可得 ( ) ( ) ( )
2

2
2 20

2 2 2sin 1 1 1
a n n

n
n ag y x y xdx y

a a n n
π

π π
⎧ ⎫⎡ ⎤= − = − + − −⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭∫ ， 

设 ( ) ( )
1

, sin
n

nu x y Y y x
a

n π∞

=

=∑ ，代入方程得 

( ) ( ) ( )
2

1 1 1

sin sin sinn n n
n n n

n n nY y x Y y x g y x
a a a

n
a

π π π∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞ ′′− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ π
， 

所以

( ) ( ) ( )
2

0, 0
2 2

n n

n n

nY y Y y g y
a

b bY Y

π⎧ ⎛ ⎞′′ − =⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ − = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

n

。 



解得 ( ) ( ) ( )
4

3 3 2 2

sh2 21 1 1
2 sh

2

n n
n

n ya b aY y yn bn n
a

π

ππ π

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎧ ⎫⎡ ⎤= − + − − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎣ ⎦⎩ ⎭⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

所以 ( ) ( ) ( )4

3 3
1 1

sh12, sin si
2 sh

2

n

n
n n

n yn a b nau x y Y y x y xn ba n
a

π

n
a

π π
ππ

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟−

= = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑  

                 ( )
4

5 5
1

sh4 1 1 1 sin
2 sh

2

n

n

n ya b a y xn bn a
a

π
nπ

ππ

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎡ ⎤+ − − −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

后一项 只取奇数，则 n

( ) ( )4

3 3
1

sh12, s
2 sh

2

n

n

n ya b au x y y xn bn a
a

π

in nπ
ππ

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟−

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

                
( )

( )

( )
( )4

55
1

2 1
sh 2 18 1 sin

2 122 1 sh
2

n

n
y na b a y x

n b an
a

π
π

ππ

∞

=

+⎡ ⎤
⎢ ⎥ +

+ −⎢ ⎥
++ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 。 

 
 

232．求解：

( )
2 2

2
2 2

0

0
0

0, 0

0, 0

x x l

t
t

u ua bx l
t x

u u

uu
t

= =

=
=

⎧ ∂ ∂ x− = −⎪
∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

。 

设方程一个特解为 ( )v x ，则 (2

bv x l
a

′′ = − − )x ，使之满足齐次边界条件，解之得 

( )3 2
2 2

12
bv x x lx
a

= − 3l+ 。设u v ，则 满足 w= + w

( )

2 2
2

2 2

0

3 2 3
20

0

0

0, 0

2 ,
12

x x l

t
t

w wa
t x

w w

b ww x x lx l
a t

= =

=
=

⎧ ∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪⎪ = =⎨
⎪ ∂⎪ = − − + =
⎪ ∂⎩

0

。 

( )
1

, sin cos sinn n
n

n nw x t A at B at x
l l

n
l

π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 



0nA = ， ( ) ( )
4

3 2 3
2 50

42 sin 1
6

l n
n

b n l bB x x lx l xdx
a l l n a

π
π 5 2 1⎡ ⎤= − − + = − −⎣ ⎦∫ ， 

所以 ( ) ( )3 2
2, 2

12
bu x t x x lx l
a

= − 3+  

             
( )

( ) ( )4

55 2
1

2 1 2 18 1 cos sin
2 1n

k kl b at x
a lk l

π π
π

∞

=

+ +
−

+
∑ 。 

 
 

233．解第 202 题。

2 2
2

2 2

0

0
0

0

0,

0, 0

x
x l

t
t

u ua
t x

u Pu
x E
uu
t

=
=

=
=

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

 

设
Pv x
E

= ，令 ，则u v w= +

2 2
2

2 2

0

0
0

0

0, 0

, 0

x
x l

t
t

w wa
t x

ww
x

P ww x
E t

=
=

=
=

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= − =⎪
∂⎪⎩

。 

可得 ( )
1

2 1 2 1 2 1, sin cos sin
2 2n n

n

n nw x t A a t B a t x
l l 2

n
l

π π π
∞

=

+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ +
。 

由
0

0
t

w
t =

∂
=

∂
可得 。 0nA =

由
0t

Pw x
E=

= − 可得
( )

( )

2

2 20

8 12 2 1sin
2 2 1

l

n

PlP nB x xdx
El l n E

π
π

−+
= − = −

+∫ 。 

所以 ( ) ( )
( )22

1

18 2 1, cos
2 22 1

n

n

P Pl n nu x t x a t x
E E l ln

2 1sinπ π
π

∞

=

− + +
= −

+
∑ 。 

 
 
234．一细长杆， 0x = 端固定， x l= 端受周期力 sinA tω 作用。求解此杆的纵振动，设初

位移及初速度均为 0。 
见 206 题，该定解问题为： 



2 2
2

2 2

0

0
0

0

0, sin

0, 0

x
x l

t
t

u ua
t x

u Au t
x ES
uu
t

ω
=

=

=
=

⎧ ∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

。 

设 ( ) ( ), siv x t f x tnω= 满足方程和边界条件，则

( ) ( )

( ) ( )

2

2 0

0 0,

f x f x
a

Af f l
ES

ω⎧
′′ + =⎪⎪

⎨
⎪ ′= =
⎪⎩

，解之得 

( )
sin

, s
cos

xAa av x t t
ES l

a

in

ω

ωωω
= 。 

令u v ，则 满足w= + w

2 2
2

2 2

0

0
0

0

0, 0

0, sin
cos

x
x l

t
t

w wa
t x

ww
x
w Aaw x
t aES l

a

ω
ω

=
=

=
=

⎧
⎪∂ ∂
⎪ − =
∂ ∂⎪

⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= = −⎪
∂⎪

⎪⎩

。 

可得
0

2 1 2 1 2 1sin cos sin
2 2n n

n

n nw A a t B a t
l l 2

n x
l

π π π
∞

=

+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ +
， 

0nB = ， 

( ) 0

4 2sin sin
22 1 cos

l

n
A n 1A x x

a lES n l
a

dxω πωπ

+
= −

+
∫  

( ) 0

2 2 1 2cos cos
2 22 1 cos

lA n n 1x x dx
a l a lES n l

a

ω ωπ πωπ

⎡ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦+
∫

⎤
 

    
( )

( )
0

12 2cos cos2 1 22 1 cos
2

n
lA nl xn a a lES n l

a a l

ω ω πω ωπ π

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎢ ⎥+ +
⎣ ⎦

∫
1 dx− 。 

若不存在正整数 ，使得m 2 1
2

m
a l
ω π+
= ，则 



( )
( ) ( )1 12 cos cos2 1 2 12 1 cos

2 2

n n

n
AA l ln na aES n l

a a l a l

ω ω
ω ω ωπ π

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −

= +⎢ ⎥+ +⎢ ⎥+ + −
⎣ ⎦

π
 

     
( )

( )
2 2

14
2 1 2 1

2

n
A

ESa n n
a l

ω
π ω π

−
=

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

所以 ( )
sin

, s
cos

xAa au x t t
ES l

a

in

ω

ωωω
=  

              
( )

2 2
0

14 1 2 1 2 1sin sin
2 1 2 22 1

2

n

n

A n a t x
ESa n l ln

a l

ω nπ π
π ω π

∞

=

− + +
+

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ 。 

若存在正整数m ，使得
2 1

2
m

a l
ω π+
= ，则当n m≠ 时，仍有 

( )
( )

2 2

14
2 1 2 1

2

n

n
AA

ESa n n
a l

ω
π ω π

−
=

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

当 时，n m=
( )1

cos
2cos

m

m

aAaA l
aESl l

a

ω
ω ωω

⎡ ⎤−
= −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
l ， 

所以 ( )
0

sin 2 1 2 1, sin sin sin sin sin
2 2cos

m n
n
n m

xAa n nau x t t A t x A a t x
ES a l ll

a

ω
ωω ω πωω

∞

=
≠

+ +
= + +∑ π  

( )sin 1
sin cos sin sin

2cos cos

mx aAa Aaa t l l
ES a al ESl l

a a

x t

ω
ω ωω ωω ωω ωω

⎡ ⎤−
= + −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

              
( )

2 2
0

14 1 2 1 2 1sin sin
2 1 2 22 1

2

n

n
n m

A n a t x
ESa n l ln

a l

ω nπ π
π ω π

∞

=
≠

− + +
+

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

( ) 2

2

1
sin sin

2

m Aa
x t

ESl a
ω ω

ω
−

=  



         
( )

2 2
0

14 1 2 1 2 1sin sin
2 1 2 22 1

2

n

n
n m

A n a t x
ESa n l ln

a l

ω nπ π
π ω π

∞

=
≠

− + +
+

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ 。 

 
 

235．求下列定解问题之解：

2 2
2

2 2

0

0
0

0

cos , 0

cos , sin
2

x
x l

t
t

u ua
t x

uu at
l x

uu x
l t l

π

xπ π

=
=

=
=

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

。 

设 ( ) ( ), cosv x t f x at
l
π

= 满足方程和边界条件，解得 ( ), cos cosv x t x at
l l
π π

= 。 

令u v ，则w= +

2 2
2

2 2

0

0
0

0

0, 0

0, sin
2

x
x l

t
t

w wa
t x

ww
x
ww x
t l

π

=
=

=
=

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =⎨ ∂⎪
⎪ ∂

= =⎪
∂⎪⎩

。 

0

2 1 2 1 2 1sin cos sin
2 2n n

n

n nw A a t B a t
l l 2

n x
l

π π π
∞

=

+ +⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ +
， 

0nB = ，
( ) 0

4 1 2 1sin sin
2 1 2 2

l

n
nA x x

n a l l
π π

π
dx+

=
+ ∫ 。 

0
2lA
aπ

= ， （ ）。 0nA = 1,2,n =

所以 ( ) 2, cos cos sin sin
2 2

lu x t x at at x
l l a l l
π π π

π
= +

π
。 

 
 

236．求解下列定解问题：
2 2

2

2

0

0

0

,

0

t t
x x l

t

u u
t x

u Ae u Be

u

α κ β

κ

− −
= =

=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

κ

t

 

设 ( ) ( ) ( )2 2

, tv x t Af x e Bg x eα κ−= + β κ− 满足方程和边界条件，解得 



( ) ( ) 2 2sin sin,
sin sin

t tl x xv x t A e B e
l l

α κ βα β
α β

− −−
= + κ 。 

令u v ，则w= +

( )

2

2

0

0

0

0, 0

sin sin
sin sin

x x l

t

w w
t x

w w

l x xw A B
l l

κ

α β
α β

= =

=

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪⎪ = =⎨
⎪ −⎪ = − −⎪⎩

。 

2

1

sin
n t
l

n
n

nw C xe
l

πκπ ⎛ ⎞∞ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ∑ ， 

( )
0 0

2 2sin sin sin sin
sin sin

l l

n
A n BC l x xdx x xdx

l l l l l l
nπ πα β

α β
= − − −∫ ∫  

0 0 0

2 2 2cos sin cot sin sin sin sin
sin

l l lA n A n B nx xdx l x xdx x x
l l l l l l

dx
l

π π πα α α β
β

= − + −∫ ∫ ∫

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )2 2 2 2 2 2

2 1 2 12 1 1 cos cos
n n

n An n BAn l l
n l n l n l

π ππ α α
π α π α π β

− −⎡ ⎤= − − − − +⎣ ⎦− − −
 

( ) ( )
( )

( ) ( )2 2 2

2 12
n n BAn

n l n 2l
ππ

π α π β

−
= − +

− −
。 

上面假设不存在正整数 ，使n l,n m π α= ，m lπ β= 。 

( ) ( ) 2 2sin sin,
sin sin

t tl x xu x t A e B e
l l

α κ βα β
α β

− −−
= + κ  

           
( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2 2 2 2
1

1
2 s

n n t
l

n

BA nn x
ln l n l

πκππ
π α π β

⎛ ⎞∞ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎡ ⎤−
− −⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ in e 。 

 
 

237．求解矩形区域内的第一类边值问题： ( ) ( )
( ) ( )

2

1 20

1 20

0
,

,
x x a

y y b

u
u y u

u x u

ϕ ϕ

ψ ψ
= =

= =

⎧∇ =
⎪⎪ = =⎨
⎪ = =⎪⎩

y

x

。 

设u v ，其中 分别满足 w= + ,v w



( ) ( )

2

0

1 20

0
0, 0

,
x x a

y y b

v
v v

v x v xψ ψ
= =

= =

⎧∇ =
⎪⎪ = =⎨
⎪ = =⎪⎩

， ( ) ( )

2

1 20

0

0
,

0, 0
x x a

y y b

w
w y w y

w w

ϕ ϕ
= =

= =

⎧∇ =
⎪⎪ = =⎨
⎪ = =⎪⎩

。 

1

sh ch sinn n
n

n nv A y B y
a a

n x
a

π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

( )10

2 sin
a

n
nB x x

a a
dxπψ= ∫ ， 

( )20

2coth sin
sh

a

n n
n b nA B xn ba aa

a

xdxπ πψπ= − + ∫ 。 

1

sh ch sinn n
n

n nw C x D x
b b

n y
b

π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

( )10

2 sin
b

n
nD y

b b
ydyπϕ= ∫ ， 

( )20

2coth sin
sh

b

n n
n a nC D y ydn ab ab

b

yπ πϕπ= − + ∫ 。 

 

238．求矩形区域0 x a≤ ≤ ， 内满足边界条件0 y b≤ ≤
( )0

0

, 0

sin , 0

x x

y y

u Ay b y u

u B x u
a
π

= =

= =

a

b

⎧ = − =
⎪
⎨

= =⎪⎩

的调

和函数。 

由上题结论，
0

2 sin sin
a

n
B nB x xd
a a a

xπ π
= ∫ 1， B B= ， 0nB = （ 1, 2,n = ）。 

cothn n
n bA B
a
π

= − ， 1 coth bA B
a
π

= − ， 0nA = （ 1,2,n = ）。 

( ) ( )
2

3 30

2 4sin 1 1
b n

n
A n AbD y b y ydy
b b n

π
π

⎡ ⎤= − = − −⎣ ⎦∫ ， 2 0kD = ，
( )

2

2 1 3 3

8
2 1k

AbD
k π

+ =
+

。 

cothn n
n aC D

b
π

= − ， ，2 0kC =
( )

( )2

2 1 3 3

2 18 coth
2 1k

k aAbC
bk

π

π
+

+
= −

+
 

所以 ( )
( )sh

, s
sh

b y
au x t B xb a

a

in

π
π

π

−
=  

          
( ) ( )

( ) ( ) ( )2

33
0

2 1 2 18 1 sh sin
2 1 sh 2 1k

k kAb a x y
b bk k a b

π π
π π

∞

=

+ +
+ −

+ +
∑ 。 



239．求解 204 题

2

2

00

0
0

0,
x x l

t

u u f
t x

u u

uu x
l

κ

= =

=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪
⎪ =
⎪⎩

u  

可得一个特解 ( ) 2 0

2 2
uf flv x x x
lκ κ

⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。令u v w= + ，则

( )

2

2

0

2
0

0

0, 0

2

x x l

t

w w
t x

w w

fw x

κ

κ

= =

=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪⎪

lx

= =⎨
⎪
⎪ = −
⎪⎩

。 

2

1

sin
n t
l

n
n

nw A xe
l

πκπ ⎛ ⎞∞ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

= ∑ ， ( ) ( )
2

2
3 30

2sin 1 1
l n

n
f n flA x lx xdx
l l n

π
κ κ π

⎡ ⎤= − = − −⎣ ⎦∫ ， 

2 0kA = ，
( )

2

2 1 3 3

4
2 1k

flA
kκ π

+ = −
+

。 

所以 ( )
( )

( )
22 12

2 0
33

0

2 14 1, sin
2 2 2 1

k t
l

k

kuf fl flu x t x x xe
l lk

κ ππ
κ κ κπ

+⎛ ⎞∞ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

+⎛ ⎞= − + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

∑ 。 

 
 
240．竖直悬挂的一弹性杆，上端（ 0x = ）固定，下端（ x l= ）挂有重物。杆的单位质量

上受外力 ( )f x 作用（沿杆方向，重力包括在内）。试讨论杆的纵振动，设初始条件为 

( )0t
u xϕ

=
= ， ( )

0t

u x
t

ψ
=

∂
=

∂
。提示： x l= 端的边界条件为

2
2

2
x lx l

u uc g
t x ==

∂ ∂
= − +

∂ ∂
。 

该定解问题为

( )

( ) ( )

2 2
2

2 2

2
2

20

0
0

0,

,

x
x lx l

t
t

u ua f x
t x

u uu c
t x

uu x x
t

ϕ ψ

=
==

=
=

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎪ = = −⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = =

∂⎪⎩

g+  

令 2

gu x
c

= + v，则

( )

( ) ( )

2 2
2

2 2

2
2

20

20
0

0,

,

x
x lx l

t
t

v va f x
t x

v vv c
t x

g vv x x
c t

ϕ ψ

=
==

=
=

⎧∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎪ = = −⎨ ∂ ∂⎪
⎪ ∂⎪ = − =

∂⎪⎩
x

。 



参考 228，229 题， ，其中( ) ( )
1

n n
n

v T t X
∞

=

=∑ x ( ) sinn nX x xλ= ， 

nλ 为方程
2

2tan cl
a

λ λ = 的第 个正根。 n

令 ( ) ( )
1

n n
n

f x f X
∞

=

=∑ x ，由 ( ){ }nX x′ 的正交性可得 

( ) ( ) ( )
0 0

1 1 cos
l l

n n
n n n n

nf f x X x dx f x xdx
N N

λ
λ λ

′ ′ ′= =∫ ∫ ， 

其中

2

42
2 1

n

n

a
l cN

a
c

λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= +

⎡ ⎤⎛ ⎞ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

将 和( ) ( )
1

n n
n

v T t X
∞

=

=∑ x ( ) ( )
1

n n
n

f x f X
∞

=

=∑ x 代入方程得 ( ) ( )2
n n nT t a T t fλ′′ n+ = 。 （*） 

由初始条件， ( ) ( ) ( ) 2
1

0n n
n

gT X x x
c

ϕ
∞

=

= −∑ x，则 

( ) ( ) ( )20

10
l

n
n n

gT x
N c

ϕ
λ

⎡ ⎤′ ′= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫ X x dx  

      ( ) 220 0

1 cos cos sin
l l

n n n
n nn n n n

g g
nx xdx xdx l

N cN N c
ϕ λ λ ϕ

λλ λ
′= − = −∫ ∫ λ

x

。 

( ) ( ) ( )
1

0n n
n

T X x ψ
∞

=

′ =∑ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 10 c
l l

n n n
n n n n

T x X x dx x xdx
N N

osψ ψ λ
λ λ

′ ′ ′ ′= =∫ ∫ ψ= 。 

解方程（*）得 

( ) 2 2sin sin cosn n
n n n n

n n n nn
2

n
n

f fgT t a t l a t
N c a aa

ψ λ ϕ λ λ
λ λ λλ

⎛ ⎞
= + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
+ 。 

所以 ( ) ( )2
1

, sn n
n

gu x t x T t x
c

in λ
∞

=

= +∑ 。 

 
 



241．求解 210 题，设初位移及初速度分别为 ( ) ( ),x xϕ ψ 。 

( ) ( )

2 2
2

2 2

2

20 2 0 2 0
2 0 2 0 2

0
0

0,
2

0, 0, ,

,

x x l x l x l
x l x l x l

t
t

u u la x
t x

T u u uu u u u
M x x t

uu x x
t

ϕ ψ

= = = − = +
= + = − =

=
=

⎧∂ ∂
− = ≠⎪

∂ ∂⎪
⎪ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ = = = − =⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠
⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

g+ 。 

令 ( ) (, ,
2 2 2
Mg l lu x t x v x t

T
⎛ ⎞

= − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

)，则 ( ),v x t 满足 

( ) ( )

2 2
2

2 2

2 2
2 2

2 20 2 0 2 0
2 0 2 02 2

0
0

0,
2

0, 0, ,

,
2 2 2

x x l x l x l
x l x lx l x

t
t

v v la x
t x

v v v vv v v v c c
t x x t

Mg l l vv x x x
T t

ϕ ψ

= = = − = +
= − = += =

=
=

⎧∂ ∂⎪ − = ≠
⎪∂ ∂
⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ = = = + = −⎨ ∂ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ⎛ ⎞ ∂⎪ = − − − =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎩

l

。 

其中 2 2Tc
M

= 。令 1 2v v v= + ， 分别满足： 1 2,v v

2 2
21 1

2 2

1 1 1 10 2 0

2
21 1 1

2
2 0 2 02

0,
2

0, 0, 0, 0

2

x x l x l x l

x l x lx l

v v la x
t x

v v v v

v v vc
t x x

= = = − = +

= + = −=

⎧
∂ ∂⎪ − = ≠⎪ ∂ ∂⎪⎪ = = =⎨

⎪
⎛ ⎞⎪ ∂ ∂ ∂

= −⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠⎩

2 0
= ， 

2 2
22 2

2 2

2 2
2 22 2 2 2

2 2 2 20
2 0 2 02 2

2 22 0 2 0

0,
2

0, 0, 0, 0
x x l

x l x lx l x l

x l x l

v v la x
t x

v v v vv v c c
t x x t

v v

= =
= − = += =

= − = +

⎧∂ ∂
− = ≠⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + = −⎨ ∂ ∂ ∂ ∂⎪

⎪ =⎪
⎩

= 。 

可看出 在1v )0, 2l⎡⎣ 和 ]( 2,0l 上的本征函数都是
2sin n x

l
π

，由条件 

2
21 1 1

2
2 0 2 02

2
x l x lx l

v v vc
t x x= + = −=

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟⎟⎜∂ ∂ ∂⎝ ⎠

可知在[ ] { }0, \ 2l l 上有 



1
1

2 2sin cos sinn n
n

n nv A at B at
l l

2n x
l

π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

同 228，229题可得 在[2v ] { }0, \ 2l l 上的本征函数为 ( )
( )

sin ,0 2

sin , 2
n

n
n

x x l
X x

l x l x l

λ

λ

⎧ ≤ <⎪= ⎨
− <⎪⎩ ≤

， 

其中本征值 nλ 为方程
2

2tan
2

l c
a

λλ = 的正根。 

由条件 2 22 0 2 0x l x l
v v

= − = +
= 可得 ( ) ( )2

1

sin cosn n n n n
n

v C at D at Xλ λ
∞

=

= +∑ x  

（ [ ] { }0, \ 2x l l∈ ）。 

即
1

2 2sin cos sinn n
n

n nv A at B at
l l

2n x
l

π π π∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

         ( ) ( )
1

sin cosn n n n n
n

C at D at Xλ λ
∞

=

+ +∑ x 。 

将初始条件写成

( )

( )0

,0
2 2

,
2 2

t

Mg lx xv T
Mg lx x x l

T

ϕ

ϕ=

⎧ ′ + ≤ <⎪∂ ⎪= ⎨∂ ⎪ ′ − <
⎪⎩

≤
， ( )

2

0t

v x
x t

ψ
=

∂ ′=
∂ ∂

， 

( ) ( )
2

0 0 2

2 2cos cos cos cos cos
l l l

n n n n nl

m mX x xdx x xdx l x xdx
l l

2m
l

π π πλ λ λ λ′ = − −∫ ∫ ∫  

       
2 2

0 0

2 2cos cos cos cos 0
l l

n n n n
m mx xdx y ydy
l l
π πλ λ λ λ= −∫ ∫ = ， 

即
2cos n x

l
π⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

与 ( ){ }nX x′ 在[ ]0, l 上正交。 

( ) ( ) ( ) ( )
2 22 2 2 2

0 0 2 0
2

l l l l

n n n nl
X x dx X x dx X x dx X x d′ ′ ′ ′= + =∫ ∫ ∫ ∫ x  

        

2

2

4 2 4 2

2
2 2 4

1
n n

n
n

a
l l a MTc N

M a Ta
c

λ λ
λ

λ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠⎢ ⎥= + = + =⎜ ⎟⎢ ⎥ +⎛ ⎞ ⎝ ⎠+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

n nλ 。 

由此可定出系数： ( )2 2 0

1 2cos
2

l

n
nA x x

n a l
dxπψ

π
′= ∫ ， 

( )
0

1 2cos
l

n
nB x xdx

n l
πϕ

π
′= ∫ ， ( ) ( )

0

1 l

n n
n n n

X x dx
N a

ψ
λ λ

′ ′= ∫C x ， 



( ) ( )
0

1 sin
2

l n
n n

n n

lMgD x X x dx
N T

λ
ϕ

λ

⎡ ⎤
′ ′= +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ 。 

 
 
242．考虑有界弦的阻尼振动，如果一端固定，另一端在外力作用下做周期运动，经过足够

长时间后，初始条件的影响则因阻尼的作用而衰减殆尽，因而问题归结为求解无初值问题 
2 2

2
2

0
0, cos

x x l

u u uh a
t t x

u u A

2

tω
= =

⎧∂ ∂ ∂
+ =⎪ ∂ ∂ ∂⎨

⎪ = =⎩

的周期解，试求之。 

采用复数解。设 ( ) ( ), i tu x t f x e ω= ，原定解问题化为
( ) ( )

( ) ( )

2

2 0

0 0,

hf x i f x
a a

f f l A

ω ω⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞′′ + − =⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎨ ⎣ ⎦

⎪
= =⎪⎩

。 

记

2

2

hi
a a
ω ω iα β⎛ ⎞ − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，可解得 ( ) ( )
( )

sin
,

sin
i ti x

u x t A e
i l

ωα β
α β
−

=
−

。 

取实部得 

( ) ( )2 2, sin sin ch ch cos cos sh sh cos
sin sh

Au x t x l x l x l x l t
l l

α α β β α α β β ω
α β

= +⎡⎣+
 

       ( )sin cos ch sh cos sin sh ch sinx l x l x l x l tα α β β α α β β ω− − ⎤⎦。 

 
 
243．热传导问题也存在无初值问题。典型的例子是地表温度的日变化或年变化向地层内传

播形成的温度波。把地球设想为均匀半无界空间，试求无初值问题 
2

2

0

0

cos ,
x x

u u
t x

u A t u

κ

ω
= →

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎨

⎪ = <⎩ ∞
∞

的周期解。 

设 ( ) i tu f x e ω= ，则
( ) ( )

( ) ( )

0

0 ,

if x f x

f A f

ω
κ

⎧ ′′ − =⎪
⎨
⎪ = ∞ <⎩ ∞

。解得 ( )
( )1

2,
i x i tu x t Ae e

ω
ωκ

− +
= 。 

取实部得 ( ) 2, cos
2

x
u x t Ae x t

ω
κ ω ω

κ
− ⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 



244．写出下列正交曲线坐标系中的 Laplace 算子： 

（1）椭圆柱坐标系 ( ), , zξ η ： x aξη= ， ( )( )2 21 1y a ξ η= − − ， z z= ； 

（2）抛物线柱坐标系 ：( ), , zλ μ ( )1
2

x λ μ= − ， y λμ= ， z z= ； 

（ 3）锥面坐标系 ( ), ,r λ μ ： ( )( )2 2rx a a
a

λ μ= − + ， ( )( )2 2ry b b
b

λ μ= + − ，

r
z

ab
λμ

= ，其中 ； 2 2 1a b+ =

（4）椭球坐标系 ( ), ,λ μ ν ：
( )( )( )

( )( )
2 2 2

2
2 2 2 2

a a a
x

a b a c

λ μ ν+ + +
=

− −
， 

( )( )( ) ( )( )( )
( )( )( )( )

2 2 2
2

2 2 2 2

b b b
y

b c b a

λ μ ν+ + +
=

− −
，

2 2 2
2

2 2 2 2

c c c
z

c a c b

+ λ μ ν+ +
=

− −
。 

（1）dx a d a dη ξ ξ= + η，

( )( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2

1 1

1 1 1 1
dy a d a dη ξξ ξ η

ξ η ξ η

− −
= −

− − − −
η， 

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 21 1
ds dx dy dz a d a d dzξ η ξ ηξ η

ξ η
− −

= + + = + +
− −

2 。 

即度规矩阵

2 2
2

2

2 2
2

2

0 0
1

0 0
1

0 0 1

a

a

ξ η
ξ

ξ η
η

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−

= ⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

G ，

( )( )
2 2

2

2 21 1
G a ξ η

ξ η

−
=

− −
。 

d d d
z

ξ η
ξ η
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

dz， 

2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1d G d dz G dz d G d d
a a

ξ η
z

η ξ ξ
ξ η ξ ξ η η

∗ − ∂ − ∂ ∂
= ∧ + ∧ +

− ∂ − ∂ ∂
η∧  

( )( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2

1 1

1 1 1 1
d dz dz d G d d

z
ξ ηη ξ ξ

ξ ηξ η ξ η

− ∂ − ∂ ∂
= ∧ + ∧ +

∂ ∂− − − −
η∧

∂
， 

2 2

2 2

1 1
1 1

d d d d dz d dz dξ ηξ η η ξ
ξ η ξ η ξ η

∗
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ − ∂ ∂ − ∂

= ∧ ∧ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ − ∂ ∂ − ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∧ ∧  



           
( )( )

2 2
2

2 21 1
a d

z z
ξ η z d dξ η

ξ η

⎛ ⎞
∂ − ∂⎜ ⎟+ ∧⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∧  

( ) ( )
2 2 2

2 2
22 2 2 2 2 2

1 1
1 1 G d d d

za a
ξ η

ξ η
ξ ξ η ηξ η ξ η

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⎢ ⎥= − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂− −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

zξ η∧ ∧  

( ) ( )
2 2 2

2 2
22 2 2 2 2 2

1 1
1 1d d

za a
ξ η

ξ η
ξ ξ η ηξ η ξ η

∗ ∗ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ = = − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 ∂
∂

。 

（2）
1 1
2 2

dx d dλ μ= − ，
2 2

dy d dμ λλ μ
λμ λμ

= + ， 

2 21 11 1
4 4

ds d d dzμ λλ μ
λ μ

⎛ ⎞⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
， 

1 1 0 0

0

1

4
10 1
4

0 0

G

μ
λ

λ
μ

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
4

G λ + μ
= 。 

λμ

d d d
z

λ μ
λ μ
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

dz ， 

4
d d dz dz d d d

z
λ μ λ μμ λ λ
μ λ λ μ λμ

∗ ∂ ∂ + ∂
= ∧ + ∧ +

∂ ∂ ∂
μ∧ ， 

2

2

44
4

d d d d dz
z

μλ λλ μ
λ μ λ λ λ μ μ μ λμ

∗ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ +⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

μ λ μ ∧ ， 

2
2

2

44
z

μλ λ μ
λ μ λ λ λ μ μ μ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∂
。 

（3） ( )( )
2 2

2 2
2 2

1
2 2
r a r adx a a dr d d

a a a a
μ λ

a
λ μ λ

λ μ
+ −

= − + − +
− +

μ ， 

( )( )
2 2

2 2
2 2

1
2 2
r b r bdy b b dr d d

b b b b
μ λ

b
λ μ λ

λ μ
− +

= + − + −
+ −

λ ， 

2 2
r rdz dr d d

ab ab ab
λμ μ λλ μ

λ μ
= + + 。 



( )
( )( )

( )
( )( )

2 2
2 2 2

2 2 2 24 4
r r

ds dr d d
a b a b

λ μ λ μ 2λ μ
λ λ λ μ μ μ

+ +
= + +

− + + −
， 

( )
( )( )

( )
( )( )

2

2 2

2

2 2

1 0 0

0 0
4

0 0
4

r
G

a b

r
a b

λ μ
λ λ λ

λ μ
μ μ μ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+⎜ ⎟= ⎜ ⎟− +⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎜ ⎟
⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

， 

( )
( )( )( )( )

2

2 2 2 24

r
G

a b a b

λ μ

λμ λ λ μ

+
=

− + + − μ
。 

( )( )
( )( )

2 2

2 2

a b
d G d d d d

r a b

λ λ λ
λ μ μ

λμ μ μ
∗

− +∂ ∂
= ∧ +

∂ ∂+ −
r∧  

          
( )( )
( )( )

2 2

2 2

a b
dr d

a b

μ μ μ
λ

μλ λ λ

+ − ∂
+ ∧

∂− +
， 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2
2 2

1 4d d r a b a b
r r r r

λ λ λ λ λ λ2

λ μ λ
∗ ⎧ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎛ ⎞ ⎡= + − + − +⎨ ⎜ ⎟ λ

⎤
⎢ ⎥∂ ∂ + ∂ ∂⎝ ⎠ ⎣⎪⎩ ⎦

 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2
2

4 a b a b G dr d
r

dμ μ μ μ μ μ λ
λ μ μ μ

⎫⎡ ⎤∂ ∂ ⎪+ + − + − ∧⎬⎢ ⎥+ ∂ ∂ ⎪⎣ ⎦⎭
μ∧  

( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2
2 2

1 4r a b a b
r r r r

λ λ λ λ λ λ
λ μ λ

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛∇ = + − + − +⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ + ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ λ
⎞
⎟
⎠

 

    
( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2

2

4 a b a b
r

μ μ μ μ μ μ
λ μ μ

⎛ ⎞
μ

∂ ∂
+ + − + −⎜ ⎟+ ∂ ⎝ ⎠∂

。 

（4）
( )( )( )

( )( )
2 2 2

2 2 22 2 2 2

1 1 1
2

a a a
dx d d d

a a aa b a c

λ μ ν 1λ μ ν
λ μ ν

+ + + ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ + +− − ⎝ ⎠

+ ， 

( )( )( )
( )( )

2 2 2

2 2 22 2 2 2

1 1 1
2

b b b
dy d d d

b b bb c b a

λ μ ν 1λ μ ν
λ μ ν

+ + + ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ + +− − ⎝ ⎠

+ ， 

( )( )( )
( )( )

2 2 2

2 2 22 2 2 2

1 1 1
2

c c c
dz d d d

c c cc a c b

λ μ ν 1λ μ ν
λ μ ν

+ + + ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ + +− − ⎝ ⎠

+ 。 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2 2 2

4 4 4
ds d d d

λ μ λ ν μ ν μ λ ν λ ν μ 2λ μ ν
ϕ λ ϕ μ ϕ ν

− − − − − −
= + + ， 



其中 ( ) ( )( )(2 2 2 )x a x b x c xϕ = + + + 。 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )2 4 μ ν ϕ λ ϕ λ
λ μ λ ν μ ν λ λ

⎡ ∂ ⎛ ⎞∇ = − ⎜ ⎟⎢− − − ∂ ∂⎝ ⎠⎣

∂
 

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )λ ν ϕ μ ϕ μ λ μ ϕ ν ϕ ν
μ μ ν

⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞+ − + − ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦ν
∂

)z

。 

 
 
245．在上述各坐标系中将 Laplace 方程分离变量。 

（1）令 ，代入( ) ( ) (, , ,u z v Zξ η ξ η= 2 0u∇ = 得 

( ) ( )
2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

1 11 1Z Zv v vZ
a a

ξ η
ξ η

ξ ξ η ηξ η ξ η
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ 0′′− + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

两边同除 vZ 得 

( ) ( )
2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

1 11 1v v
Za v a v

ξ η Zξ η λ
ξ ξ η ηξ η ξ η

′′− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

所以 ( )2 2 2 2 2 2

0

1 1 1 1

Z Z

v v a v

λ

2ξ ξ η η λ ξ
ξ ξ η η

′′ + =⎧
⎪

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎨ − − + − − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩
η

)

， 

令 ( ) ( ) (,v ξ η ξ η= Ξ Η 代入上面第二式得 

( )2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1d d d d a
d d d d

2ξ ξ η η λ ξ
ξ ξ η η
⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ξ Η

Η − − +Ξ − − = ΞΗ − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

η ， 

两边同除ΞΗ得 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 21 11 1 1 1d d d da a
d d d d

ξ η
ξ λ ξ η λ η μ

ξ ξ η η
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ξ Η

− − − = − − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ξ Η⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

所以 ( )

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

0

1 1 1

1 1 1 0

Z Z

d d a
d d

d d a
d d

λ

ξ ξ μ λ ξ
ξ ξ

η η μ λ η
η η

⎧
⎪ ′′ + =⎪
⎪ ⎛ ⎞Ξ⎪ ⎡ ⎤− − + − − Ξ⎨ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞Η ⎡ ⎤⎪ − − − + − Η⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎪ ⎝ ⎠⎩

0=

=

。 

（2）令 ( ) ( ) ( ) ( ), ,u z Zλ μ λ μ= Λ Μ z ，代入
2 0u∇ = 得 



44 ZZ d d d d Z
d d d d

μλ λ μ
λ μ λ λ λ μ μ μ

Λ ⎛ ⎞Μ Λ Μ⎛ ⎞ ′′+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
−ΛΜ ， 

两边同除 ZΛΜ ，令它等于σ 得 

4 4
0

d d d d
d d d d

Z Z

μλ λ μλ μ σ
λ λ μ μ
σ

⎧ ⎛ ⎞Λ Μ⎛ ⎞ ⎛+ =⎪ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟Λ Μ⎨ ⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠
⎪ ′′ + =⎩

⎞+ ⎟
⎠。 

进一步得到

0
4

0
4

0

d d
d d
d d

d d
Z Z

σλ λ τ λ
λ λ

σμ μ τ μ
μ μ
σ

⎧ Λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − Λ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞Μ⎪ ⎛ ⎞− + Μ =⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪ ′′ + =
⎪
⎪⎩

。 

（3） ( ) ( ) ( ) (, ,u r R r )λ μ λ= Λ Μ μ ， 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2

1

1
4 4

0

d da b a b
d d

d da b a b
d d

d dRr R
dr dr

λ λ λ λ λ λ
λ λ

λ μμ μ μ μ μ μ σ
μ μ

σ

⎧ Λ⎛ ⎞− + − +⎜ ⎟⎪Λ ⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞Μ⎪ ⎛ ⎞+ + − + − = +⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟Μ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞ + =⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2

0
4

0
4

0

d da b a b
d d
d da b a b

d d
d dRr R
dr dr

σλ λ λ λ λ λ τ λ
λ λ

σμ μ μ μ μ μ τ μ
μ μ

σ

⎧ Λ⎛ ⎞ ⎛− + − + + − Λ =⎜ ⎟ ⎜⎪ ⎝ ⎠ ⎝⎪
⎪ ⎛ ⎞Μ⎪ ⎛ ⎞+ − + − − + Μ⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪ ⎛ ⎞ + =⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

⎞
⎟
⎠

=  

（4） ( ) ( ) ( ) ( ), ,u λ μ ν λ μ ν= Λ Μ Ν ，记 ( ) ( ) ( )d dL
d dσ ϕ σ ϕ σ
σ σ

Σ⎛ ⎞Σ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1L L L Lλ μ μ λ
μ λ ν

λ μ λ μ λ μ λ μ
⎡ ⎤

Λ + Μ − Μ + Λ = − Ν⎢ ⎥− Λ − Μ − Μ − Λ Ν⎣ ⎦
Lν  

令
( ) ( ) ( ) ( )L Lλ μ

μ λ τ
λ μ λ μ

Λ + Μ =
− Λ − Μ

，                       （a） 



( ) ( ) ( ) ( )1 1L Lμ λ σ
λ μ λ μ

Μ + Λ =
− Μ − Λ

，                         （b） 

则 ( )1 Lντ σν− = − Ν
Ν

。 

（a） λ− ×（b）得
( )Lλ τ σλ
Λ

− = −
Λ

， 

（a） μ− ×（b）得
( )Lμ τ σμ
Μ

= −
Μ

。 

即 。 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0

0

0

L

L

L

λ

μ

ν

τ σλ

τ σμ

τ σν

⎧ Λ + − Λ =
⎪

Μ + − + Μ =⎨
⎪ Ν + − Ν =⎩

 
 
246．一无穷长空心圆柱导体，分成两半，互相绝缘。一半电势为V ，另一半为 ，求柱

内电势分布。 
V−

 

在极坐标系下令 ( ) ( ) ( ),u ρ ϕ ρ= Ρ Φ ϕ 对 Laplace 方程分离变量得 

0

0d d
d d

λ

ρ ρ λ
ρ ρ

′′Φ + Φ =⎧
⎪

⎛ ⎞Ρ⎨ − Ρ =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

。 

本征值问题
( ) ( ) ( ) ( )

0
,

λ
π π π

′′Φ + Φ =⎧⎪
⎨ ′ ′Φ − = Φ Φ − = Φ⎪⎩ π

， 

可得 （ ），本征函数 1，2nλ = 0,1,2,n = cos nϕ， sin nϕ （ 1, 2,n = ）。 

做代换 ，则有
teρ =

d d
d d

ρ
ρ
=

t
，则Ρ的方程化为

2

2 0d
dt

λΡ
− Ρ = 。 

当 0λ = 时，解得 0 lnA Bt A B ρΡ = + = + ， 



当 0λ > 时，解得
nt nt n n

n n n n nC e D e C Dρ ρ− −Ρ = + = + 。 

所以 ( ) ( ) ( )
1 1

, ln cos sin n n n
n n n n

n n
u A B C D n E F n nρ ϕ ρ ρ ρ ϕ ρ ρ

∞ ∞
− −

= =

= + + + + +∑ ∑ ϕ

)

。 

由于 (0,u ϕ 为有限值，所以 ，0B = 0nD = ， 0nF = ，即 

( )
1 1

, cosn n
n n

n n
u A C n E sin nρ ϕ ρ ϕ ρ

∞ ∞

= =

= + +∑ ∑ ϕ 。 

边界条件为 ( )
, 0

,
,0

V
u a

V
π ϕ

ϕ
ϕ π

− − < <⎧
= ⎨ < <⎩

。 

将上面右边函数在[ ],π π− 上展开为 Fourier 级数，则 ( ) ( )
0

4 1, sin
2 1k

Vu a k
k

2 1ϕ ϕ
π

∞

=

= +
+∑ 。 

由此可定出系数 0A = ， ，0nC = 2 0kE = ，
( )2 1 2 1

4 1
2 1k k

VE
k aπ+ +=
+

。 

所以 ( ) ( )
2 1

1

4 1, s
2 1

k

n

Vu k
k a

ρ in 2 1ρ ϕ ϕ
π

+∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑ 。 

 
 
247．半径为 ，表面熏黑的均匀长圆柱，平放在地上，受到阳光照射，其垂直于光线的单

位面积上单位时间内吸收热量为

a
M ，同时，柱面按牛顿冷却定律向外散热，外界温度为 0。

试求柱内温度分布。 

 

类似于习题 11 第 208 题的讨论，可得该定解问题为

2 0
0, 0

sin ,0a

u

u hu M
kρ

π ϕ

ρ ϕ ϕ π=

⎧∇ =
⎪⎪ − < <⎧⎨⎛ ⎞∂ ⎪+ = ⎨⎜ ⎟⎪ ∂ < <⎝ ⎠ ⎪⎪ ⎩⎩

。 

同上题可得 ( ) 0
1 1

, cosn n
n n

n n
u A A n B sin nρ ϕ ρ ϕ ρ

∞ ∞

= =

= + +∑ ∑ ϕ 。 



边界条件写成 Fourier 级数： 2
1

2 1sin cos 2
2 4 1ma

u M M Mhu m
k k k mρ

ϕ ϕ
ρ π π

∞

==

⎛ ⎞∂
+ = + −⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠

∑ 。 

即 0
1 1

cos sinn n
n n

n n

n nA h A a h n B a h n
a a

ϕ ϕ
∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  

              2
1

2 1sin cos 2
2 4 1m

M M M m
k k k m

ϕ ϕ
π π

∞

=

= + −
−∑ ， 

可 得 0
MA
hkπ

= ， （2 1 0mA + = 0,1,2,m = ）， 2 2
2

2 1 1
2 4 1m

m

MA
mk ma h
a

π
= −

−⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

（ ），1,2,m = 1
1

12
MB
k h a

a

=
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 0nB = （ 2,3,n = ）。 

所以 ( )
( )

2

21

2 1, sin
1 22 4

m

m

M M Mu m
mhk a k ak h h m

a a

ρ ρ cos 2
1

ρ ϕ ϕ
π π

∞

=

⎛ ⎞= + − ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠+ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ϕ

b

。 

 
 

248．求环形区域a ρ≤ ≤ 内满足边界条件 ( )a
u f

ρ
ϕ

=
= ， ( )b

u g
ρ

ϕ
=
= 的调和函数。 

( ) ( ) ( )
1 1

, ln cos sin n n n
n n n n

n n

u A B C D n E F n nρ ϕ ρ ρ ρ ϕ ρ ρ
∞ ∞

− −

= =

= + + + + +∑ ∑ ϕ 。 

令 ( ) 0
1

sin cossn cn
n

f f f n f nϕ ϕ ϕ
∞

=

= + +∑ ， ( ) 0
1

sin cossn cn
n

g g g n g nϕ ϕ ϕ
∞

=

= + +∑ ，则 

( ) ( )
1 1

ln cos sinn n n n
n n n n

n n

A B a C a D a n E a F a nϕ ϕ
∞ ∞

− −

= =

+ + + + +∑ ∑  

          0
1

sin cossn cn
n

f f n f nϕ ϕ
∞

=

= + +∑ ， 

( ) ( )
1 1

ln cos sinn n n n
n n n n

n n

A B b C b D b n E b F b nϕ ϕ
∞ ∞

− −

= =

+ + + + +∑ ∑  

          0
1

sin cossn cn
n

g g n g nϕ ϕ
∞

=

= + +∑ 。 



比较系数得 0 0ln ln
ln ln

f b g aA
b a
−

=
−

， 0 0

ln ln
g fB
b a
−

=
−

，
n n

cn cn
n n n

g a f bC
b a
a b

− −−
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

n n
cn cn

n n n

f b g aD
b a
a b

−
=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，
n n

sn sn
n n n

g a f bE
b a
a b

− −−
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，
n n

sn sn
n n n

f b g aF
b a
a b

−
=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

所以 ( )
0 0

1

ln ln
, c

ln ln

n nn n

cn cnn n n n
n

a bbg f
a bau g

b a b a b a
a b a b

ρ ρρ
ρ ρρ osf nρ ϕ ϕ

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎢ ⎥+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥= + +⎢ ⎥− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

                  
1

sin

n nn n

sn snn n n n
n

a b
a bg f
b a b a
a b a b

ρ ρ
ρ ρ nϕ

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 。 

 
 

249．求扇形区域0 aρ≤ ≤ ，0 ϕ α≤ ≤ 内的稳定温度分布。设区域内无热源，在扇形的直

边上温度为 0，而在弧形边界上温度为 ( )f ϕ 。 

可得本征值问题 ，本征值
( ) ( )

0
0 0,
λ

α

′′Φ + Φ =⎧⎪
⎨Φ = Φ =⎪⎩ 0

2

n
nπλ
α

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，本征函数 ( ) sinn
nπϕ ϕ
α

Φ =

（ ），1,2,n = ( )
n n

n nA B
π π
α αρ ρ ρ

−
Ρ = + ，所以 ( )

1
, si

n

n
n

nu A
π
α n πρ ϕ ρ ϕ

α

∞

=

= ∑ 。 

( ) ( )
1

, sin
n

n
n

nu a A a f
π
α πϕ ϕ

α

∞

=

= =∑ ϕ ，则 ( )
0

2 sinn n
nA f d

a

α

π
α

πϕ ϕ ϕ
α

α
= ∫ ， 

( )
1

, s
n

n
n

nu A
a

π
α

inρ πρ ϕ ϕ
α

∞

=

⎛ ⎞′= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ，其中 ( )
0

2 sinn
nA f d

α πϕ ϕ ϕ
α α

′ = ∫ 。 

 
 

250．讨论上题中 ( )f Aϕ = （常数）且 2α π= 的情况，证明沿正实轴： 

（1）当 0ϕ → 及 2ϕ π→ 时温度分布连续； 

（2）当 0ϕ → 及 2ϕ π→ 时温度梯度
1 u
ρ ϕ
∂
∂

不连续。 



( )
2

0

2sin 1 1
2

n
n

A n AA d
n

π
ϕ ϕ

π π
⎡ ⎤′ = = − −⎣ ⎦∫ 2 0kA， = ， 2 1

4
k

AA
nπ+′ = ， ′

( )
2 1

2

0

4 1 2, s
2 1 2

k

k

A ku
k a

ρ 1inρ ϕ ϕ
π

+
∞

=

+⎛ ⎞= ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑ 。 

当 0ϕ → 及 2ϕ π→ 时都有 ，即温度连续。 ( ),u ρ ϕ → 0

0

1 2 2cos
2

k

k

u A k
aa
ρ 1ϕ

ρ ϕ π ρ

∞

=

∂ +⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
∑ ， 

0

1 2 1u A a
aϕϕ π ρ=

∂
=

∂ − ρ
，

2

1 2 1u A a
aϕ πϕ π ρ ρ=

∂
= −

∂ −
，即温度梯度不连续。 

ρ ρ

 
 

251．在圆域0 aρ≤ ≤ 上求解：（1）
2 4

0
a

u
u

ρ=

⎧∇ = −⎪
⎨ =⎪⎩

；（2）
2 4 sin

0
a

u
u

ρ

ρ ϕ

=

⎧∇ = −⎪
⎨ =⎪⎩

； 

（3）
2 24 sin 2

0
a

u
u

ρ

ρ ϕ

=

⎧∇ = −⎪
⎨ =⎪⎩

。 

（1）设特解只是 ρ 的函数，可解出一个特解
2ρ− 。令

2u vρ= − + ，则

2

2

0

a

v
v a

ρ=

⎧∇ =⎪
⎨ =⎪⎩

。

0
1 1

cos sinn
n n

n n

v A A n B nnρ ϕ ρ
∞ ∞

= =

= + +∑ ∑ ϕ ，由边界条件得
2v a= ，所以

2 2u a ρ= − 。 

（2）设特解具有形式 ( )3 fρ ϕ ，代入方程得 ( ) ( )9 4sf f inϕ ϕ ϕ′′ + = − ，设 

( ) sinf Aϕ ϕ= ，可得一个特解 31 sin
2

v ρ ϕ= − 。 

令u v ，则w= +

2

3

0
1 sin
2a

w

w a
ρ

ϕ
=

⎧∇ =
⎪
⎨

=⎪⎩

， 0
1 1

cos sinn n
n n

n n

w A A n B nρ ϕ ρ
∞ ∞

= =

= + +∑ ∑ ϕ， 

由边界条件得 （ ），0nA = 0,1,2,n = 2
1

1
2

B a= ， 0nB = （ 2,3,n = ）， 

即 21 sin
2

w a ρ ϕ= ，所以 ( )2 21 sin
2

u a ρ ρ= − ϕ 。 

（3）设特解具有形式 ( )4 fρ ϕ ，则 ( ) ( )16 4sin 2f fρ ρ ϕ′′ + = − ，可得一个特解 

41 sin 2
3

v ρ ϕ= − ，令u v ，则w= +

2

4

0
1 sin 2
3a

w

w a
ρ

ϕ
=

⎧∇ =
⎪
⎨

=⎪⎩

，可得 ( )2 2 21 sin 2
3

u a ρ ρ ϕ= − 。 



252．一个由理想导体做成的无穷长波导管，其截面均匀，如下图所示。管内为真空，假定

一个平面（即图中一条直边）电势为V ，其余面上电势为 0。试求波导管内电势分布。 

 

定解问题为

2

0 4

0
0,

0, 0
b a

u
u u

u u
ϕ ϕ π

ρ ρ

= =

= =

⎧∇ =⎪⎪ V= =⎨
⎪

= =⎪⎩

。满足ϕ的边界条件的一个特解为
4V ϕ
π

， 

设
4Vu vϕ
π

= + ，则

2

0 4

0
0, 0

4 4,
b a

v
v v

V Vv v

ϕ ϕ π

ρ ρ
ϕ ϕ

π π

= =

= =

⎧
⎪∇ =
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪ = − = −
⎪⎩

， 

( )4 4

1
sin 4n n

n n
n

v A B nρ ρ
∞

−

=

= +∑ ϕ ，由边界条件解得
( ) 4 4

4 4

12
n n n

n n n
V a bA

n b a
a b

π

− −− −
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，

( ) 4 4

4 4

12
n n n

n n n
V b aB

n b a
a b

π
− −

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

即
( )

4 44 4

4 4
1

14 2 sin 4

n nn n

n

n n
n

a b
a bV Vu n

n b a
a b

ρ ρ
ρ ρ

ϕ ϕ
π π

∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠= +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ 。 

 
 

253．求解球内定解问题：
( )2

2
2

0 1

0

0

0

p t
r r

t

u ur
t r r r

u u Ae

u

π κ

κ

−

= =

=

⎧∂ ∂ ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪ =⎨
⎪ =⎪
⎪⎩

有界, 。提示： ( )
2

2
2 2

1 1ur r
r r r r r

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ≡⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
u 。 

先假定 不是整数，设特解具有形式p ( ) ( )2pf r
A e

r
tπ κ−
，则

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 0

0 0 1 1

f r p f r

f f

π⎧ ′′ + =⎪
⎨

= =⎪⎩ ，
，可



得一个特解
( )2sin

sin
pp rv A e

r p
tπ κπ

π
−= 。令u v w= + ，则

( )
2

2

0 1

0

0

0

sin
sin

r r

t

w rw
t r r

w w

p rw A
r p

κ

π
π

= =

=

⎧ ∂ ∂
− =⎪

∂ ∂⎪⎪ =⎨
⎪
⎪ = −
⎪⎩

有 界 , 。 

分离变量可得本征值问题
( ) ( )

2

2

0 1

0

0, 0
r r

d rR rR
dr
rR rR

λ
κ

= =

⎧
+ =⎪

⎨
⎪ = =⎩

，解得本征值 ( )2
n nλ κ π= ，本征函数 

( ) sin
n

n rR r
r
π

= （ ）。1,2,n = ( )2

1

sin n t
n

n

n rw A e
r

κ ππ∞
−

=

=∑ ，由初始条件可得 

( )
2

12
n

n

nAA
n pπ
−

=
− 2 ，所以

( ) ( ) ( )2 2

2 2
1

1sin 2 sin
sin

n
p t n

n

np r A n ru A e e
r p n p r

tπ κ ππ π
π π

∞
− −

=

−
= +

−∑ κ
。 

若 是整数（ ），u 写成 p m=

( ) ( ) ( )2 2

2 2

1 sinsin 2lim
sin

m
p t m t

p m

m m rA p ru e e
r p m p

π κ π κππ
π π

− −

→

⎡ ⎤−
= +⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
 

             
( ) ( )2

2 2
1

12 sin
n

n t

n
n m

nA n r e
n m r

π κπ
π

∞
−

=
≠

−
+

−∑  

上面的极限式 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2sinsin 2 1 sin
lim sin

mp t m t

p m

pp r m p e m m r e p m
p m

p m p
p m

π κ π κππ π π

ππ

− −

→

⎡ ⎤
+ − −⎢ ⎥−⎣ ⎦=

+
−

−
 

( ) ( )

( )

2

sin

sin

p t

p m

p m

d p r m p e
dp

dm p p
dp

π κπ π

π π

−

=

=

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦
=

+
 

( ) ( )2sin1 cos 2 sin
2

m mm r r m r m t m r e
m

tπ κπ π πκ π
π

−⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

所以 ( ) ( )2sin 2 sin1 cos
2

m m tm r m t m ru A m r e
m r r

π κπ πκ ππ
π

−⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

             
( ) ( )2

2 2
1

12 sin
n

n

n
n m

nA n r e
n m r

tπ κπ
π

∞
−

=
≠

−
+

−∑ 。 



254．将下列方程化为 S-L 型方程的标准形式：（1） ( )
2

2 2 0d y dyx x y
dx dx

λ+ + + = ； 

（2）
2

2 cot 0d y dyx y
dx dx

λ+ + = ；（3） ( ) ( )
2

21 0d y dyx x a bx y
dx dx

λ− + − − = ； 

（4） ( )
2

2 1 0d y dyx x y
dx dx

λ+ − + = 。 

（1）方程两边同乘 x 得： ( )
2

2
2 2 0d y dyx x x x y

dx dx
λ+ + + = ，写成： 

( )2 2 0d dyx x x y
dx dx

λ⎛ ⎞ + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（2）两边同乘 sin x 得：
2

2sin cos sin 0d y dyx x y x
dx dx

λ+ + = ，写成： 

sin sin 0d dyx y x
dx dx

λ⎛ ⎞ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

（3）两边同乘
( )

1

11

a

a b
x
x

−

− +−
得：

( )
( )

( ) ( )

12 1

1 12 0
1 1 1

aa a

a b a b a b

x a bxx d y dy x y
dx dxx x x

λ
− −

− − + − +

−
+ − =

− − −
， 

写成：
( ) ( )

1

1 0
1 1

a a

a b a b
d x dy x y
dx dxx x

λ
−

− − +

⎡ ⎤
− =⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
。 

（4）两边同乘
xe−
得： ( )

2

2 1 0x x xd y dyxe x e e y
dx dx

λ− − −+ − + = ，写成： 

0x xd dyxe e y
dx dx

λ− −⎛ ⎞ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

 
 

255．设有本征值问题
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0, 0

d dyp x x q x y
dx dx
y a y b

λρ⎧ ⎡ ⎤ + − =⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ ′ ′= =⎩

，其中 ( )p x ， ( )xρ ， ( )q x

在 a x b≤ ≤ 上均为连续实函数，且 ( ) 0 0p x p≥ > ， ( ) 0 0xρ ρ≥ > 。试证明本征函数的正

交性。 

设本征值 1λ 对应本征函数 1y ，本征值 2λ 对应本征函数 2y （ 1 2λ λ≠ ），即 



1
1 1 1

dydy p qy
dx dx

λ ρ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，              （a） 

2
2 2 2

dydy p qy
dx dx

λ ρ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

。             （b） 

（a） 2y× −（b） 1y× 得 ( ) 2 1
1 2 1 2 1 2

dy dyd dy y y p y p
dx dx dx dx

λ λ ρ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

两边积分得 ( ) 2 1
1 2 1 2 1 2 0

b b
b

a
a a

dy dyy y dx py p y
dx dx

λ λ ρ− = − =∫  

由于 1 2λ λ≠ ，所以 1 2 0
b

a
y y dxρ =∫ ，即 1 2,y y 正交。 

 
 

256．假设 S-L 方程的本征值问题
( ) ( ) ( )

( ) ( )0

0

0, 0
x x l

d dyp x x q x y
dx dx
ay by cy dy

λρ

= =

⎧ ⎡ ⎤ + − =⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ ′ ′− = + =⎩

中， 

( ) 0 0p x p≥ > ， ( ) 0 0xρ ρ≥ > ， ( ) 0q x ≥ ，a 与b 及 c与 d 均为不同时为 0 的非负常数，

证明本征值 0≥ 。 

方程两边同乘 y 得
2 2d dyy y p qy

dx dx
λρ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
，两边积分得 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2

0 0 0
0 0

l l ldyy dx p y y y l y l p dx qy dx
dx

λ ρ ⎛ ⎞′ ′= − + +⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

若 0a ≠ ，则 ( ) ( )0 0by y
a

′ = ， ( ) ( ) ( )20 0 0 0by y y
a

′ = ≥ ， 

若 0b ≠ ，则 ( ) ( )0 0ay y
b

′= ， ( ) ( ) ( )20 0 0 0ay y y
b

′ ′= ≥ ； 

若 0c ≠ ，则 ( ) ( )dy l y l
c

′ = − ， ( ) ( ) ( )2 0dy l y l y l
c

′− = ≥ ， 

若 0d ≠ ，则 ( ) ( )cy l y l
d

′= ， ( ) ( ) ( )2 0cy l y l y l
d

′ ′− = ≥ ； 

所以 0λ ≥ 。 
 
 

257．求解本征值问题：

( ) ( )

2

1 0

0, 0

d dRr R
r dr dr r
R a R b

λ⎧ ⎛ ⎞ + =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ = =⎩

，其中 0b a> > 。 



令
tr e= ，则有

d dr
dr dt

= 。方程可写为 0d dRr r R
dr dr

λ⎛ ⎞ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，即
2

2 0d R R
dt

λ+ = 。 

由上题结论可知 0λ ≥ ， 0λ = 时，方程通解为 lnR A Bt A B r= + = + ，由边界条件可得

0R = ，所以只有 0λ > 。 

通解为 ( ) ( )sin cos sin ln cos lnR A t B t A r B rλ λ λ λ= + = + ，由边界条件得 

( ) ( )
( ) ( )

sin ln cos ln 0

sin ln cos ln 0

A a B a

A b B b

λ λ

λ λ

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩

， 

所以
( ) ( )
( ) ( )

( )
sin ln cos ln

sin ln ln 0
sin ln cos ln

a a
b a

b b

λ λ
λ

λ λ
⎡ ⎤= − =⎣ ⎦ ， 

则本征值

2

ln lnn
n

b a
πλ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

，本征函数 ( ) ln lnsin
ln lnn

r aR r n
b a

π−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
（ 1,2,n = ）。 

 
 

258．证明下列奇异的本征值问题是自伴的：（1）
( )

( )

21 0

1

d dyx y
dx dx
y

λ⎧ ⎡ ⎤− + =⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ ±⎩ 有界

； 

（2）

( ) ( )

1 0

0 1 0

d dyx y
x dx dx
y y

λ⎧ ⎛ ⎞ + =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ =⎩ 有界,

。 

（1）记 ( )21d dL x
dx dx

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
，则 

( ) ( )2 21 2
1 2 2 1 2 11 1dy dyd dy Ly y Ly y x y x

dx dx dx dx
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

       
( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2
2 21 1 2 2

2 2 1 12 2

1 1
1 1

d x d xdy d y dy d yy x y y x y
dx dx dx dx dx dx
− −

= + − − − −  

       ( ) ( )22 2
2 1 2 1 2

2 1 2 12 2

1
1

d xd y d y dy dyx y y y y
dx dx dx dx dx

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

       ( )2 1 2
2 11 dy dyd x y y

dx dx dx
⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

， 



两边积分得 ( ) ( )
1

1 2 1 2
1 2 2 1 2 11

1

1
x

x

dy dyy Ly y Ly dx x y y
dx dx

=

−
=−

⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ， 

由于 ( )1y ± 有界，所以 ( )2 1 2
2 1

1

1 0
x

dy dyx y y
dx dx =±

⎛ ⎞− − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ( ) ( )
1 1

1 2 1 21 1
y L y dx L y y dx

− −
=∫ ∫ ， 

即 L为自伴算符。 

（2）记
d dL x
dx dx

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，重复上小题过程有 

( )
1

1
1 2 1 2

1 2 2 1 2 1 2 11
0 0

x

x x

dy dy dy dyy Ly y Ly dx x y y x y y
dx dx dx dx

=

−
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ， 

由于 ( )0y 有界，所以上式等于 0，即 L为自伴算符。 

 
 

259．设有本征值问题：
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12 21 22

0

,

d dyp x x q x y
dx dx
y b a y a a y a y b a y a a y a

λρ⎧ ⎡ ⎤ + − =⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ ′ ′ ′= + = +⎩

， 

其中 ( ) ( )p a p b= 。证明：当
11 12

21 22

1
a a
a a

= 时，对应不同本征值的本征函数正交。 

设本征值 1λ 对应本征函数 1y ，本征值 2λ 对应本征函数 2y （ 1 2λ λ≠ ），255 题已得： 

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1

b b b

a aa
y y dx py y py y p a y y y yλ λ ρ ′ ′ ′ ′− = − = −∫  

           ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12
1 2 1 2

21 22

1
a a

p a y a y a y a y a
a a

⎛ ⎞
′ ′= − −⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎝ ⎠
 

所以当
11 12

21 22

1
a a
a a

= 时， 1y 和 2y 正交。 

 
 

260．两条质料不同，长各为 1l 与 2l 的均匀弦连接在一起，而两端（ 0x = 及 1 2x l l= + ）固

定。试决定弦的横振动本征频率，并验证本征函数的正交性。 

令 1u ， 2u 分别表示两段弦的横向位移，由弦的连续性可得连接条件
1 1

1 2x l x l
u u

= =
= ， 

1 1

1 2

x l x l

u u
x x= =

∂ ∂
=

∂ ∂
。该问题为： 



1 2

1 1
1 1

2 2
21 1
1 12 2

2 2
22 2
2 1 1 22 2

1 20

1 2
1 2

0,0

0,

0, 0

,

x x l l

x l x l
x l x l

u ua x l
t x
u ua l x l l
t x

u u

u uu u
x x

= = +

= =
= =

⎧∂ ∂
− = < <⎪ ∂ ∂⎪

∂ ∂⎪
− = < < +⎪ ∂ ∂⎨

⎪ = =
⎪

∂ ∂⎪
= =⎪ ∂ ∂⎩

。令 ( )1 1
i tu X x e ω= ， ( )2 2

i tu X x e ω= ，代入方程及边

界条件和连接条件得：

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1 1
1

2

2 2 1 1 2
2

1 2 1 2

1 1 2 1 1 1 2 1

0,0

0,

0 0, 0

,

X x X x x l
a

X x X x l x l l
a

X X l l

X l X l X l X l

ω

ω

⎧ ⎛ ⎞
′′⎪ + = < <⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎪
⎪ ⎛ ⎞

′′ + = < < +⎨ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎪ = + =⎪
⎪ ′ ′= =⎩

。 

当 0ω = 时只有零解，故 0ω > （ 0ω < 是同一解）。 

由方程及 ( ) ( )1 2 1 20 0, 0X X l l= + = 可得 ( )
( )

( ) ( )

1 1
1

2 1 2 1 1 2
2

sin ,0

sin ,

X x A x x l
a

X x
X x B l l x l x l l

a

ω

ω

⎧ = < <⎪⎪= ⎨
⎪ = + − < < +
⎪⎩

。 

代入条件 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 1 2 1,X l X l X l X l′ ′= = 得

1 2
1 2

1 2
1 1 2 2

sin sin 0

cos cos 0

A l B l
a a

A l B l
a a a a

ω ω

ω ω ω ω

⎧ − =⎪⎪
⎨
⎪ + =
⎪⎩

，（*） 

上式中，由于 ,A B 都不为 0，所以 1
1

sin l
a
ω

与 2
2

sin l
a
ω

同为零或同为非零， 1
1

cos l
a
ω

与

2
2

cos l
a
ω

同为零或同为非零。 

（1） 1
1

cos 0l
a
ω

≠ ， 2
2

cos 0l
a
ω

≠ ， 1
1

sin 0l
a
ω

≠ ， 2
2

sin 0l
a
ω

≠ 。由（*），由于 ,A B 都不

为 0，所以

1 2
1 2

1 2
1 1 2 2

sin sin
0

cos cos

l l
a a

l l
a a a a

ω ω

ω ω ω ω

−

= ，即 1 1 2 2 2 1
1 2 2 1

sin cos sin cos 0a l l a l l
a a a a
ω ω ω ω

+ = ，

两边同除 1 2
1 2

cos cosl l
a a
ω ω

得 1 1 2 2
1 2

tan tan 0a l a l
a a
ω ω

+ = ，本征频率 nω 即为该方程的第 n



个正根。由（*）第一式可取

1
1

1

sin n
A

l
a
ω= ，

2
2

1

sin n
B

l
a
ω= ， 

即 ( )

( )

( )
( )

1
1 1

1
1

1 2
2

2 1 1 2

2
2

sin
,0

sin

sin
,

sin

n

n
n

n
n

n
n

x
aX x x l

l
a

X x
l l x

aX x l x l l
l

a

ω

ω

ω

ω

⎧
⎪
⎪ = < <
⎪
⎪⎪= ⎨
⎪ + −
⎪

= < < +⎪
⎪
⎪⎩

。 

（2） 1
1

sin 0l
a
ω

= ， 2
2

sin 0l
a
ω

= （此时 1
1

cos l
a
ω

和 2
2

cos l
a
ω

为 1± ），则存在互质整数 ,r s 使

1 2

1 2

r a s a
l l
π πω = = （此时参数满足 1 2

2 1

l a r
l a s

= ），该频率为基频，本征频率为 

1 2

1 2
n

nr a ns a
l l
π πω = = （ 1,2,n = ）。代入（*）第二式得 ( ) ( )

1 2

1 1nr snA B
a a

− = − − ，可取

( ) 11 nrA a= − ， ( ) 21 snB a= − − ， 

即 ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
1

2 2 1 2 2 1 1 1 2
2 2

1 sin ,0

1 sin sin ,

rn
n

n
sn

n

nrX x a x x l
l

X x
ns nsX x a l l x a l x l x l l
l l

π

π π

⎧ = − < <⎪⎪= ⎨
⎪ = − − + − = − − < < +
⎪⎩

。 

（ 3） 1
1

cos 0l
a
ω

= ， 2
2

cos 0l
a
ω

= （此时 1
1

sin l
a
ω

和 2
2

sin l
a
ω

为 1± ），则存在互质的

2 1,2 1r s+ + 使 1 2

2 1

2 1
2 1

l a r
l a s

+
=

+
， 本 征 频 率 ( ) ( )1 2

1 2

2 1 2 12 1 2 1
2 2n
r sn a n a
l l

ω π π+ +
= + = +

（ 0,1,2,n = ）。代入（*）第一式得 ( ) ( )1 1n r n sA B+ +− = − ，可取 ( )1 rA = − ， ( )1 sB = − ，

即 ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1
1

2 1 2
2

1 1 1 2
2

2 1 2 1
1 sin ,0

2
2 1 2 1

1 sin
2

2 1 2 1
1 cos ,

2

r
n

s
n n

n

r n
X x x x l

l
s n

X x X x l l x
l

s n
l x l x l l

l

π

π

π

+ +⎧
= − < <⎪

⎪
⎪ + +⎪= = − + −⎨
⎪
⎪ + +
⎪= − − < < +
⎪⎩

。 



设本征频率 nω 对应本征函数 nX ，本征频率 mω 对应本征函数 mX （ n mω ω≠ ），则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 00
1

l ln m
n m n m n m n m n mX X dx X X X X X l X l X l X l

a
ω ω−

′ ′ ′ ′= − = −∫ ， 

( ) ( )1 2 1 2

11

2 2

2 2 2 2 2 22
2

l l l ln m
n m n m n m ll

X X dx X X X X
a

ω ω + +−
′ ′= −∫  

                            ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1n m n mX l X l X l X l′ ′= − + ， 

以上两式相加得 ( ) 1 1 2

1

2 2
1 1 2 22 20

1 2

1 1l l l

n m n m n ml
X X dx X X dx

a a
ω ω

+⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫  

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2 1 0n m n m n m n mX l X l X l X l X l X l X l X l′ ′ ′ ′= − − + = 。 

记 ( )
12

1

1 1 22
2

1 ,0

1 ,

x l
a

x
l x l l

a

ρ

⎧ < <⎪⎪= ⎨
⎪ < < +
⎪⎩

，上式即为
1 2

0
0

l l

n mX X dxρ
+

=∫ 。 

 
 

261．杆 AC 由两部分组成： 1AB l= ， 2BC l= ，他们分别都是均匀的。设 A端固定，C 端

自由，求杆的纵振动本征频率。 

令 1u ， 2u 分别表示两段杆的纵向位移。在连接处取一小段（如图）， 

 

( ) ( )
2

2 1 1 1 22
x

uP l S P l S S
t ξ

ε ε ρ ε
=

∂
+ − − =

∂
，其中 ( )1 1,l lξ ε ε∈ − + 。代入

uP E
x
∂

=
∂

，并令

0ε → 得

1 1

1 2
1 2

x l x l

u uE E
x x= =

∂ ∂
=

∂ ∂
。另外显然有

1 1
1 2x l x l

u u
= =
= 。 

该问题为

1 1
1 1

2 2
21 1
1 12 2

2 2
22 2
2 12 2

2
1 0

1 2
1 2 1 2

0, 0

0,

0, 0

,

x
x l

x l x l
x l x l

u ua x l
t x
u ua l x l
t x

uu
x

u uu u E E
x x

=
=

= =
= =

⎧ ∂ ∂
− = < <⎪ ∂ ∂⎪

∂ ∂⎪
− = < <⎪ ∂ ∂⎪

⎨ ∂⎪ = =
∂⎪

⎪ ∂ ∂⎪ = =
⎪ ∂ ∂⎩

其中 1 2l l l= + 。 



同上题，令 ( )1 1
i tu X x e ω= ， ( )2 2

i tu X x e ω= ，可得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1 1
1

2

2 2 1
2

1 2

1 1 2 1 1 1 1 2 2 1

0,0

0,

0 0, 0

,

X x X x x l
a

X x X x l x l
a

X X l

X l X l E X l E X l

ω

ω

⎧ ⎛ ⎞
′′⎪ + = < <⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎪
⎪ ⎛ ⎞

′′ + = < <⎨ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎪ ′= =⎪
⎪ ′ ′= =⎩

，可得 ( )
( )

( ) ( )

1 1
1

2 1
2

sin ,0

cos ,

X x A x x l
a

X x
X x B l x l x l

a

ω

ω

⎧ = < <⎪⎪= ⎨
⎪ = − < <
⎪⎩

。 

由连接条件得

1 2
1 2

1 2
1 2

1 1 2 2

sin cos

cos sin

A l B l
a a

E EA l B l
a a a a

ω ω

ω ω

⎧ =⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

。                   （*） 

（1） 1
1

sin 0l
a
ω

≠ ， 2
2

cos 0l
a
ω

≠ ， 2
2

sin 0l
a
ω

≠ ， 1
1

cos 0l
a
ω

≠ 。本征频率 nω 是方程 

1 2
1 2

1 1 2 2

cot tanE El l
a a a a

ω ω
= 的第 n 个正根， 

( )
( )

( ) ( )

1 1 1
1 1

2 2 1
2 2

sin sin ,0

cos cos ,

n n
n

n
n n

n

X x x l x l
a a

X x
X x l x l l x l

a a

ω ω

ω ω

⎧ = < <⎪⎪= ⎨
⎪ = − < <
⎪⎩

。 

（2） 1
1

sin 0l
a
ω

= ， 2
2

cos 0l
a
ω

= 。 1 2

2 1

2
2 1

l a r
l a s

=
+

（2r 与 2 1s + 互质）， 

本征频率 ( ) ( ) ( ) 21

1 2

2 1
2 1 2 1

2n

s aran n
l l

ππω
+

= + = + （ 0,1,2,n = ）。 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

1
1 1

1 1

2
2

2 2

2
1 1

2 2

1 2 1
sin ,0

1 2 1 2 1
cos

2
2 1 2 1

sin ,
2

r

n

n s

n n

a n r
X x x x l

E l

a n sX x X x l x
E l

n sa l x l x l
E l

π

π

π

+

⎧ − +
= < <⎪

⎪
⎪⎪ − + += ⎨ = −
⎪
⎪ + +⎪= − − < <
⎪⎩

 

（3） 2
2

sin 0l
a
ω

= ， 1
1

cos 0l
a
ω

= 。 1 2

2 1

2 1
2

l a s
l a r

+
= （2r 与 2 1s + 互质）。 



( ) ( ) ( ) 12

2 1

2 1
2 1 2 1

2n

s aran n
l l

ππω
+

= + = + （ 0,1,2,n = ）。 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
1

2
2

1 1
2

2 1 2 1
1 sin ,0

2
2 1

1 cos

2 1
cos ,

n s
n

r
n n

n s
X x x x l

l
n r

X x X x l x
l

n r
l x l x l

l

π

π

π

+ + +⎧
= − < <⎪

⎪
⎪ +⎪= = − −⎨
⎪
⎪ +
⎪= − < <
⎪⎩

。 

 
 

262．三维空间的本征值问题。设本征值问题为

( )2 0, , ,

0

u u x y z V

uu
n

λ

α β
Σ

⎧∇ + = ∈
⎪
⎨ ∂⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎩

，其中Σ是V 的

边界面。若对应本征值 nλ 的本征函数为 nu ，试证明： 0m n
V

u u dV∗ =∫∫∫ ，m n≠ ，即对应不

同本征值的本征函数正交。 
由 Gauss 公式可得： 

( ) ( )m n
n m n m m n n m m n

V

u uu u dS u u u u d u u u u dV
n n

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Σ Σ

⎛ ⎞∂ ∂
− = ∇ − ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇ − ∇⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫∫S  

     ( ) ( )2 2 2 2
n m n m m n m n n m m n

V V

u u u u u u u u dV u u u u dV∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ∇ ⋅∇ + ∇ −∇ ⋅∇ − ∇ = ∇ − ∇∫∫∫ ∫∫∫ 。 

所以 ( ) ( )2 2 m n
n m m n n m m n n m

V V

u uu u dV u u u u dV u u dS
n n

λ λ
∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Σ

⎛ ⎞∂ ∂
− = ∇ − ∇ = −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫ 。 

若 0α ≠ ，则
uu
n

β
αΣ

Σ

∂
= −

∂
， 

0m n n m m n
n m

u u u u u uu u dS dS
n n n n n n

β β
α α

∗ ∗ ∗
∗

Σ Σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ， 

若 0β ≠ ，则
u u
n

α
β Σ

Σ

∂
= −

∂
， 

0m n
n m n m n m

u uu u dS u u u u dS
n n

α α
β β

∗
∗ ∗ ∗

Σ Σ

⎛ ⎞∂ ∂ ⎛ ⎞
− = − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ 。 

即对应不同本征值的本征函数正交。 
 
 



263．若上题中的方程改为 ( ) ( ), , , , 0p x y z u x y z uλρ∇⋅ ∇ + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ，试证明：对应不同本征

值的本征函数以权重 ( ), ,x y zρ 正交。 

( ) ( )m n
n m n m m n n m m n

V

u up u u dS u p u u p u d u p u u p u dV
n n

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Σ Σ

⎛ ⎞∂ ∂
− = ∇ − ∇ ⋅ = ∇⋅ ∇ − ∇⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫∫S  

     ( ) ( )n m n m m n m n
V

u p u u p u u p u u p u dV∗ ∗ ∗ ∗⎡ ⎤= ∇ ⋅ ∇ + ∇⋅ ∇ −∇ ⋅ ∇ − ∇⋅ ∇⎣ ⎦∫∫∫  

     ( ) ( )n m m n
V

u p u u p u dV∗ ∗⎡ ⎤= ∇ ⋅ ∇ − ∇⋅ ∇⎣ ⎦∫∫∫ 。 

( ) ( ) ( ) m n
n m m n n m m n n m

V V

u uu u dV u p u u p u dV p u u dS
n n

λ λ
∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Σ

⎛ ⎞∂ ∂⎡ ⎤− = ∇⋅ ∇ − ∇⋅ ∇ = −⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂ ∂⎝ ⎠
∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫  

同上题可得上式 0= 。 
 
 

264．设本征值问题

2 0
0
λ

Σ

⎧∇ Φ + Φ =⎪
⎨
Φ =⎪⎩

的解（本征函数）为 { }kΦ ，对应本征值 { }kλ ，

1,2,k = 。试证明：当 0λ = 不是本征值时，Poisson 方程的第一类边值问题

2

0
u f

u
Σ

⎧∇ = −⎪
⎨

=⎪⎩
的

解为
1

k
k

k k

Au
λ

∞

=

= Φ∑ ， kA 是 f 按{ }kΦ 展开的系数。 

将u 按{ }kΦ 展开，即
1

k k
k

u u
∞

=

= Φ∑ ，代入方程得
1 1

k k k k k
k k

u Aλ
∞ ∞

= =

− Φ = − Φ∑ ∑ ，比较系数得 

k
k

k

Au
λ

= ，即
1

k
k

k k

Au
λ

∞

=

= Φ∑ 。 

 
 
267．证明：如果将上题中Φ与u 的边界条件改为齐次第二类或第三类边界条件时，结论仍

然成立。 

可看出，由于是齐次条件，所以{ }kΦ 的叠加仍满足u 的边界条件，上面的运算仍成立。 

 
 

266．在与 264 题相同的条件下，证明：

2

0
u u f

u
Σ

⎧∇ +Λ = −⎪
⎨

=⎪⎩
， kλΛ ≠ 的解为

1

k
k

k k

Au
λ

∞

=

= Φ
−Λ∑ 。 



将
1

k k
k

u u
∞

=

= Φ∑ 代入方程得
1 1 1

k k k k k k k
k k k

u u Aλ
∞ ∞ ∞

= = =

− Φ + Λ Φ = − Φ∑ ∑ ∑ ，所以 k
k

k

Au
λ

=
−Λ

，即 

1

k
k

k k

Au
λ

∞

=

= Φ
−Λ∑ 。 

 
 

267．用 264 题方法求解矩形区域0 x a≤ ≤ ，0 y b≤ ≤ 内 Poisson 方程的定解问题 

( )
2 2

2 2

0

0

,

0, 0

0, 0
x x a

y y b

u u f x y
x y

u u

u u
= =

= =

⎧∂ ∂
+ = −⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ = =⎪
⎪⎩

。 

先解本征值问题

2 2

2 2

0

0

0

0, 0

0, 0
x x a

y y b

u u u
x y

u u

u u

λ

= =

= =

⎧∂ ∂
+ + =⎪∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ = =⎪
⎪⎩

。分离变量得
( ) ( )
( )

( ) ( )

0
0 0, 0

0

0 0, 0

X X
X X a

Y Y

Y Y b

μ

λ μ

′′ + =⎧
⎪ = =⎪
⎨ ′′ + − =⎪
⎪ = =⎩

， 

解得

2n
a
πμ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ( ) sin nX x x

a
π

= （ 1,2,n = ）， 

2m
b
πλ μ ⎛ ⎞− = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ( ) sin mY y y

b
π

= （ 1,2,m = ）。 

即本征值

2 2

,m n
n m
a b
π πλ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

本征函数为 ( ) ( ) ( ), , sin sinm n n m
n mx y X x Y y x y
a b
π π

Φ = = （ , 1, 2,n m = ）。 

令 ( ) ( ), ,
1 1

, ,m n m n
n m

f x y A x y
∞ ∞

= =

= Φ∑∑ ，则 ( ), 0 0

4 , sin sin
b a

m n
n mA f x y x ydxdy

ab a b
π π

= ∫ ∫ 。 

( ) ( ), ,
, 2 2

1 1,

, , sin sinm n m n
m n

k km n

A A n mu x y x y x y
a bn m

a b

π π
λ π π

∞ ∞

= =

= Φ =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ 。 

 
 



268．用 264 题方法求解 231 题：（1）

2

0

2 2

2
0, 0

0, 0
x x a

y b y b

u
u u

u u
= =

=− =

⎧∇ = −
⎪⎪ = =⎨
⎪ = =⎪⎩

；（2）

2 2

0

2 2

0, 0

0, 0
x x a

y b y b

u x y
u u

u u
= =

=− =

⎧∇ = −
⎪⎪ = =⎨
⎪ = =⎪⎩

。 

本征值问题

2

0

2 2

0
0, 0

0, 0
x x a

y b y b

u u
u u

u u

λ

= =

=− =

⎧∇ + =
⎪⎪ = =⎨
⎪ = =⎪⎩

的解为：本征值

2 2

,m n
n m
a b
π πλ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，本征函数 

, sin sin
2m n

n m bx y
a b
π π ⎛ ⎞Φ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

( ) ( )
2

, 22 0

8 8sin sin 1 1 1 1
2

b a n m
m n b

n m bA x y dxdy
ab a b mn

π π
π−

⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + = − − − − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠∫ ∫ ， 

( )( )2 1,2 1 2

32
2 1 2 1i jA
i jπ+ + = −
+ +

，其余的 , 0m nA = 。 

所以 ( ) ( ) ( )2 1,2 1,
, 2 1,2 1

1 1 0 0, 2 1,2 1

, , ,i jm n
m n i j

m n j im n i j

AA
u x y x y x y

λ λ

∞ ∞ ∞ ∞
+ +

+ +
= = = = + +

= Φ = Φ∑∑ ∑∑  

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )4 2 2
0 0

2 2

2 1 2 1
sin sin

32 2
2 1 2 1

2 1 2 1
j i

j i bx y
a b

j i
i j

a b

π π

π

∞ ∞

= =

+ + ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= −

⎡ ⎤+ +
+ + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑ 。 

（2）
2 2

, 2 0

4 sin sin
2

b a

m n b

n m bA x y x y dxdy
ab a b

π π
−

⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

         ( ) ( ) ( )
2

2 2

2 21 1 1 1 1 1m n m na b
mn nπ π

+ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − + − −⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
。 

( ) ( ), ,
, 2 2

1 1 1 1,

, , sin sin
2

m n m n
m n

m n m nm n

A A n m bu x y x y x y
a bn m

a b

π π
λ π π

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

⎛ ⎞= Φ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑ ∑∑ 。 

 
 

269．设有本征值问题

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

0

0, 0, 0, 0
x a

x bx a x b

d d y d dyp x q x x r x y
dx dx dx dx

d y dy d d yy p x p x
dx dx dx dx

λρ

=
== =

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − =⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦⎪
⎨

⎡ ⎤⎪ = = = =⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

， 



试证明：对应不同本征值的本征函数正交。 

( )
2 22 2

2 1
1 2 1 2 1 22 2 2 2

b b b

a a a

d y d yd dy y dx y p dx y p dx
dx dx dx dx

λ λ ρ
∗

∗ ∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

                          2 1
1 2

b b

a a

dy dyd dy q dx y q dx
dx dx dx dx

∗
∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  

         
2 2

2 1 2 1
1 2 1 22 2

b b b b

aa a a

d y d y dy dyd dy p y p y q y q
dx dx dx dx dx dx

∗ ∗
∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                      
2 2

1 2 2 1
2 2

b b

a a

dy d y dy d yd dp dx p dx
dx dx dx dx dx dx

∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

         
2 2

2 1 2 1
1 2 1 22 2

b b b b

aa a a

d y d y dy dyd dy p y p y q y q
dx dx dx dx dx dx

∗ ∗
∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

                      
2 2

1 2 2 1
2 2 0

b b

a a

dy d y dy d yp p
dx dx dx dx

∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
。 

 

270．设有 4 阶常微分方程 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 0d d y d dyp x q x x r x y
dx dx dx dx

λρ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − =⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

，

( )p x ， ( )q x ， ( )xρ ， ( )r x 均为已知，λ为待定系数。若 ( )y x 在端点 x a= 及 x b= 均

满足下列边界条件： 0y = ， 0dy
dx

= 或 0y = ，
2

2 0d yp
dx

= 或 0dy
dx

= ，
2

2 0d d yp
dx dx

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

试证明：对应于不同本征值的本征函数在区间[ ],a b 上以权重 ( )xρ 正交。 

同上题， ( )
2 2

2 1 2 1
1 2 1 2 1 2 1 22 2

b b b b
b

a aa a a

d y d y dy dyd dy y dx y p y p y q y q
dx dx dx dx dx dx

λ λ ρ
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫  

                      
2 2

1 2 2 1
2 2

b b

a a

dy d y dy d yp p
dx dx dx dx

∗ ∗⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

可看出，只要满足题目所给任一组条件，上式就等于 0。 
 
 

271．设有本征值问题

( )

( ) ( )
( ) ( )

4 0
0 0, 0

0 0, 0

X X
X X l

X X l

λ⎧ + =
⎪

= =⎨
⎪ ′′ ′′= =⎩

，证明：本征值

2

0
2

0

0

l

n
n l

n

X dx

X dx
λ

′′
= − <∫
∫

。 

见习题 12 第 230 题。 



272．试根据 Legendre 方程在 1x = 的有界解（见习题 10 第 198 题）求解本征值问题 

( ) ( )

( )

21 1 0

1

d dyx y
dx dx
y

μ μ⎧ ⎡ ⎤− + + =⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ ±⎩ 有界

。 

第 198 题已求得 1x = 的有界解为 ( )
( )

( )
( )2

0

11 1
1 2!

k

k

k xy x
kk

μ
μ

∞

=

Γ + + −⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ − + ⎝ ⎠
∑ ，则 

( ) ( )
( )

( )
( )2

0

1 1
1

1!

k

k

k
y

kk
μ
μ

∞

=

− Γ + +
− =

Γ − +∑ ，记该级数通项为 ku ，若μ 不是整数，当 k 充分大时， 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

2 2

2 2
1

1 ! 1 1 1 11
1 2 1!

k

k

k k k ku O
u k k k k k kk

μ μ
μ μ μ μ+

+⎡ ⎤ Γ + + Γ − + ⎛ ⎞⎣ ⎦= − = = + + ⎜ ⎟Γ − + Γ + + + + − ⎝ ⎠
， 

所以该级数发散。 

若 nμ = （ 0,1,2,n = ），当 1k n≥ + 时有
( )

1 0
1n k

=
Γ − +

，所以 ( )y x 截断为多项式： 

( )
( )

( )
( )2

0

!1 1
! 2!

kn

n
k

n k xy x
n kk=

+ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑ ，这就是该本征值问题的解。 

 
 

273．证明：（1） ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
1

2 22

2 ! 20 1 1
1, 1 22 !

k k
k k

k
P

kk
+= − = −
Β + −

， ( )2 1 0 0kP + = ； 

（2） ( )2 0 0kP′ = ， ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2 1 22

2 1 ! 20 1 1
1,1 22 !

k k
k k

k
P

kk+

+
′ = − = −

Β +
； 

（3） ( ) ( )11 1
2kP k k′ = + ， ( ) ( ) ( )

11
1 1

2

k

kP k k
−−

′ − = + ， ( ) ( ) ( )( )11 1 1 2
8kP k k k k′′ = − + + 。 

（1） ( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ]2
2

0

1 2 2 !
2 ! ! 2 !

rn
n r

n n
r

n r
P x x

r n r n r
−

=

− −
=

− −∑ ，所以 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 2

0

1 4 2 !
2 ! 2 ! 2 2 !

rk
k r

k k
r

k r
P x x

r k r k r
−

=

− −
=

− −∑ ， ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1 2
2 1 2 1

0

1 4 2 2 !
2 ! 2 1 ! 2 1 2 !

rk
k r

k k
r

k r
P x x

r k r k r
+ −

+ +
=

− + −
=

+ − + −∑ ， 

显然有 ( )2 1 0 0kP + = ，取 ( )2kP x 的常数项即为 ( )2 0kP ，即 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2 2 2 2 2 22

2 1 2 11 2 ! 1 2 1 1
2 1 2 12 !

k

k k k

k k kk

k kk k
P x

k kk
π
Γ + Γ +− − Γ + −

= = =
Γ + Γ +

 



      ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 12 1 2 2 1 2 21 1 1

1 1 2 1, 1 21 2
k k kk k

k kk π
+ +Γ + Γ +

= − − = − = −
Γ + Γ − Β + −Γ + −

。 

（2） ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )1 2
2 1

0

1 2 2 !
2 ! ! 2 1 !

rn
n r

n n
r

n r
P x x

r n r n r

−⎡ ⎤⎣ ⎦
− −

=

− −
′ =

− − −∑ ，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
2 2 1

2 2
0

1 4 2 !
2 ! 2 ! 2 2 1 !

rk
k r

k k
r

k r
P x x

r k r k r

−
− −

=

− −
′ =

− − −∑ ， ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2
2 1 2 1

0

1 4 2 2 !
2 ! 2 1 ! 2 2 !

rk
k r

k k
r

k r
P x x

r k r k r
−

+ +
=

− + −
′ =

+ − −∑ ， 

所以 ( )2 0 0kP′ = ， ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )2 1 22 1 2 22

1 2 2 ! 1 2 1 ! 1 2 2
0

2 ! 1 ! 2 12 !

k k k

k k kk

k k k
P

k k kk+ +

− + − + − Γ +
′ = = =

+ Γ +
 

     
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1

2 2

1 2 1 3 2 2 3 2 21 1
2 1 1 2 1 1 2 1,1 2

k k
k k

k

k k k
k k k

+− Γ + Γ + Γ +
= = − = −

Γ + Γ Γ + Γ Β +
。 

（3）由 ( )
( )

( )
( )2

0

!1 1
! 2!

nk

k
n

k n xP x
k nn=

+ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑ 得 ( )

( )
( )
( )

1

2
1

! 1
! 22 !

nk

k
n

k nn xP x
k nn

−

=

+ −⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑ 。 

所以 ( ) ( )
( ) ( )1 ! 11 1

2 1 ! 2k

k
P k k

k
+

′ = = +
−

。 

由 Legendre 多项式的微分表示可得 ( ) ( )
1

2
1

1 1
2 !

k k

k k k

dP x x
k dx

+

+
′ = − ，所以 

( )
( )

( ) ( ) ( )
1

12
1

1 1 1
2 !

k k k
k kkk

dP x x P x
k d x

+
+

+
′ ′− = − = −

−
，所以 ( ) ( ) ( )

11
1 1

2

k

kP k k
−−

′ − = + 。 

又有 ( ) ( )
( )

( )
( )

2

22
2

1 ! 1
! 22 !

nk

k
n

n n k n xP x
k nn

−

=

− + −⎛ ⎞′′ = ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑ ， 

所以 ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )2 ! 11 2 1 1

8 2 ! 8k

k
P k k k k

k
+

′′ = = + + −
−

。 

 
 

274．证明： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 1

1 1
k l l k

k lx

x P x P x P x P x
P t P t dt

k k l l

′ ′− −⎡ ⎤⎣ ⎦=
+ − +∫ ， k l≠ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){

21 1 2
1 1 1 1

k l l k
k l l k

t P t P t P t P td t P t P t P t P t
dt k k l l k k l l

′ ′− −⎡ ⎤⎣ ⎦ ′ ′= − −⎡ ⎤⎣ ⎦+ − + + − +
 

                                    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }21 k l l kt P t P t P t P t′′ ′′+ − −⎡ ⎤⎣ ⎦  



                
( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1

1 1 l k
dP t t P t

k k l l dx
⎧ ⎡ ⎤′= −⎨ ⎣ ⎦+ − + ⎩

 

                            ( ) ( ) ( )21k l
dP t t P t
dx

⎫⎡ ⎤′− − ⎬⎣ ⎦⎭
 

                
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1 1 l k k lP t k k P t P t l l P t
k k l l

= − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦+ − +
 

                ( ) ( )l kP t P t= − 。 

两边积分即得证。 
 
 

275．计算积分 ( )
1

1

k
lx P x dx

−∫ ，并由此导出 ( ) ( )
1

1

2
2 1k l klP x P x dx
l

δ
−

=
+∫ 。 

( ) ( ) ( ) ( )
11 11 1 12 2 2

1 11 1 1
1

1 1 11 1 1
2 ! 2 ! 2 !

l l k ll l lk k k
l l l l l l l

d d dx dx P x dx x x dx x x x dx
l dx l dx l dx dx

− −

− −− − −
−

= − = − − −∫ ∫ ∫  

其中 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )1 1 1 1
2

1 1
0

1 !
1 1 1 1 1

! 1 !

l l l l k kl l l l l
l l

k

ld dx x x x x
dx dx k l k

− − − − −

− −
=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + − = + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦− −∑ ， 

可看出上式中 ( )1x + 和 ( )1x − 的最低次幂都是 1，所以 ( )
11

2
1

1

1 1 0
2 !

l lk
l l

dx x
l dx

−

−
−

− = ，即 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 21 1 122 2
1 2 21 1 1

1 11 1 1
2 ! 2 !

k l k ll lk
l l l l l

dx d d x dx P x dx x dx x dx
l dx dx l dx dx

− −

− −− − −
= − − = − −∫ ∫ ∫  

        ( ) ( ) ( )1 12 2

1 1

1 11 1 1
2 ! 2 !

l k l kl ll
l l l l

d x d xx dx x dx
l dx l dx− −

= = − − = −∫ ∫ 。 

若 k l< ，则 0
l k

l

d x
dx

= ，所以 ( )
1

1
0k

lx P x dx
−

=∫ 。 

k l≥ 时，若 k l+ 是奇数，那么 ( )k
lx P x 是奇函数，一定有 ( )

1

1
0k

lx P x dx
−

=∫ ，所以可令 

2k l n= + （ 0,1,n = ），此时 ( ) ( )
( ) ( )1 12 2 2

1 0

2 !1 2 1
2 ! 2 !

ll n n
l l

l n
x P x dx x x dx

l n
+

−

+
= −∫ ∫ ， 

作代换
2x t= ，则 ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 12 1 2

1 0

2 ! 2 !1 1 11 1,
2 ! 2 ! 2 ! 2 ! 2

ll n n
l l l

l n l n
x P x dx t t dt l n

l n l n
+ −

−

+ + ⎛ ⎞= − = Β + +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 ! 1 1 2 2 ! 1 21
2 ! 2 ! 3 2 2 2 ! 3 2l l

l n l n l n n
l n l n n l n

+ Γ + Γ + + Γ +
= =

Γ + + Γ + +
                 （*） 



( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 ! 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 2 ! 2 1 !!
2 2 ! 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2 ! 2 2 1 !!l

l n n n l n n
n l n l n n l n

+ − + − + Γ + −
= =

+ + + − + Γ + +
 

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

12 2 ! 2 2 2 2 2 2 2 2 !2 ! 2 2 ! !
2 2 2 2 2 2 1 ! 2 ! 2 2 1 ! ! 2 2 1 !

l n l

n

l n l n l n l n l n l n l n
n n l n n l n n l n

+ ++ + + − ⋅ + + + +
= = =

− ⋅ ⋅ + + + + + +
。 

综上有 ( )
( ) ( )
( )

1

1

1

2 2 ! !
2

! 2 2 1 !
0,others

l

k
l

l n l n
k l n

x P x dx n l n

+

−

⎧ + +
= +⎪= + +⎨

⎪
⎩

∫
，

其中 0,1,n = 。 

取 0n = 可得 ( ) ( )
( )

21
1

1

2 !
2 1 !

l
l

l

l
x P x dx

l

+

−
=

+∫ 。 

若 k l< ，必有 ( ) ( )
1

1
0k lP x P x dx

−
=∫ 。 

设 ( ) 2
2

l l
l l lP x c x c x −

−= + + ，则由 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

[ ]2
2

0

1 2 2 !
2 ! ! 2 !

rl
l r

l l
r

l r
P x x

r l r l r
−

=

− −
=

− −∑ 可知
( )
( )2

2 !
2 !l l

l
c

l
= ， 

则 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 12 2

21 1 1

2
2 1

l l l
l l l l l lP x dx c x c x P x dx c x P x dx

l
−

−− − −
= + + = =

+∫ ∫ ∫ 。 

即 ( ) ( )
1

1

2
2 1k l klP x P x dx
l

δ
−

=
+∫ 。 

 
 

276．利用 Rodrigues 公式证明： ( ) ( ) ( )
( ) ( )

21
1

1

2 !
1

! 1 !

k
k

l

k
x P x dx

k l k l

+

−
+ =

− + +∫ ， k l≥ 。 

若 k l< 又如何？ 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2

1 1

11 1 1
2 !

l lk k
l l l

dx P x dx x x dx
l dx− −

+ = + −∫ ∫  

      ( ) ( ) ( ) ( )
11 112 2

1 11
1

11 11 1 1
2 ! 2 !

kl ll lk
l l l l

d xd dx x x dx
l dx l dx dx

− −

− −−
−

+
= + − − −∫  

      
( ) ( ) ( ) ( )11 12 2

11 1

1 11 11 1
2 ! 2 !

k kll l l

l l l l

d x d xd x dx x dx
l dx dx l dx

−

−− −

+ +
= − − = = −∫ ∫   （*） 

      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 12

1 1

! !1 1 1 1
2 ! ! 2 ! !

l k l l k
l l

k kx x dx x x dx
l k l l k l

−

− −
= − + = − +

− −∫ ∫  

作代换1 2x t+ = ，则上式
( ) ( ) ( ) ( )

1 11

0

2 ! 2 !1 1, 1
! ! ! !

k k
l kk kt t dt l k

l k l l k l

+ +

= − = Β + +
− −∫  



      
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

211 1 1 2 !2 !
! ! 2 ! 1 !

kk l k kk
l k l l k k l l k

++ Γ + Γ +
= =

− Γ + + − + +
。 

k l< 时由（*）式可知积分=0。 
 
 
277．试由 Rodrigues 公式出发，将 Legendre 多项式表示成围道积分，从而导出 Legendre 多 

项式的积分表示： ( ) ( )2

0

1 1cos
l

lP x x x d
π

ϕ ϕ
π

= ± −∫ 。 

( ) ( ) ( )
( )

2
2

1

11 1 11
2 ! 2 2

l
l l

l ll l l C

zdP x x dz
l dx i z xπ +

−
= − =

−∫ ，这里用了解析函数的高阶微商公式， 

其中C 为任意包围 x 的围道，这里取为以 x 为圆心，
2 1x − 为半径的圆，即

2 1 iz x x eϕ− = − ， 

则 ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2
1

12

1 1 1 11 1 1
2 2 1

l l
i i

i
l ll

li

x x e x x e
P x x e d

x e

ϕ ϕ
π ϕ

π ϕ
ϕ

π +− +

+ − + + − −
= −

−
∫  

       
( ) ( )

( )
2 2

2

1 1 1 11
2 2 1

l
i ix x e x e x

d
x

ϕ ϕ
π

π
ϕ

π

−

−

⎧ ⎫⎡ ⎤+ + − − + −⎪ ⎪⎣ ⎦= ⎨ ⎬
−⎪ ⎪

⎩ ⎭
∫  

       ( ) ( )2 2

0

1 11cos 1cos
2

l l

x x d x x d
π π

π
ϕ ϕ ϕ ϕ

π π−
= + − = + −∫ ∫  

作代换ϕ π θ= − 即可得 ( ) ( )2

0

1 1cos
l

lP x x x d
π

θ θ
π

= − −∫ 。 

 
 

278．证明： ( )lP x 的零点均为实数，且全都在区间 ( )1,1− 内。 

1± 是 ( )2 1
l

x − 的零点，根据 Rolle 定理， ( )1,1− 内有 ( )2 1
ld x

dx
− 的一个零点（记为 1ξ ）。 

又因为 1± 也是 ( )2 1
ld x

dx
− 的零点，所以 ( )11,ξ− 和 ( )1,1ξ 上有 ( )

2
2

2 1
ld x

dx
− 的零点，而 1± 又 

是 ( )
2

2
2 1

ld x
dx

− 的零点…..由此下去 ( )1,1− 内有 ( )2 1
l l

l

d x
dx

− 的 l 个零点，而 1± 不是 

( )2 1
l l

l

d x
dx

− 的零点。 ( )lP x 是 l 次多项式，只能有 l 个零点。 

 
 

279．设 ( ), ,x y z 是空间一点坐标，θ 是矢径 r 与 z 轴夹角， r = r ，证明： 



( ) ( ) 11 1cos
!

l l l

l l

r
P

l z r
θ

+− ∂ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
。 

用数学归纳法。 0l = 时显然成立，设 l 成立，即
( ) ( )1

1 !1 cos
ll

ll l

l
P

z r r
θ+

−∂ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
。 

由直角坐标与球坐标关系可得 

( )
2 2sin sin 1cos cos

cos
xx

z r r r r r r x
θ θθ θ

θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − ∂
= − = + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
，其中 cosx θ= 。 

所以 
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1 1

1 ! 1 !1 1cos
l ll

l ll l l

l lxP x P x
z r z r r r x r

θ
+

+ + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎛ ⎞∂ ∂ ∂ − ∂⎛ ⎞ = = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

          
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2

1 !
1 1

l

l ll

l
l xP x x P x

r +

− ⎡ ⎤′= − + + −
⎣ ⎦

。 

所以
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1
2

11

1 1 1 1 1
1 ! 1

l l l

l l ll

r
l xP x x P x P x

l z r l

+ + +

++

− ∂ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤′= − − + + − =⎜ ⎟ ⎣ ⎦+ ∂ +⎝ ⎠
。 

 
 

280．从 Lengendre 多项式的生成函数出发证明：（1） ( ) ( ) ( )1 l
l lP x P x− = − ； 

（2）
2

2
0

1 1 1
2 2 2

l

l k l k
k

P P P −
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ；（3） ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0

cos 2 1 cos cos
l

k
l k l k

k

P P Pθ θ θ−
=

= −∑ ； 

（4） ( ) ( )
1

1

2
2 1k l klP x P x dx
l

δ
−

=
+∫ 。 

（1） ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
2 2

0 0

1 1 1
1 2 1 2

ll l
l l

l l
P x t P x t

xt t x t t

∞ ∞

= =

= = = − −
− + − − − + −

∑ ∑ ， 

所以 ( ) ( ) ( )1 l
l lP x P x− = − 。 

（2）令（3）中 3θ π= 即得。 

（3） ( )
( ) ( )2 22 2 20

1 1 1cos2
1 2 cos2 1 2 2cos 1 1 4 cos

l
l

l
P t

t t t t t t
θ

θ θ θ

∞

=

= = =
− + − − + + −

∑  

( )( ) ( )( )
0 0

1 1 cos cos
1 2 cos 1 2 cos

k l

k l
k l

P t P t
t t t t

θ θ
θ θ

∞ ∞

= =

= ⋅ = − ⋅
+ + − +

∑ ∑   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2

0 0 0 0

1 cos cos 1 cos cos
l l

k kl l
k l k k l k

l k l k

P P t P P tθ θ θ θ
∞ ∞

− −
= = = =

= − = −∑∑ ∑∑ 。 



所以 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0

cos 2 1 cos cos
l

k
l k l k

k

P P Pθ θ θ−
=

= −∑ 。 

（4） ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 0 0

1
1 2

l k k l
l k k l

l k l k

P x t P x t P x P x t t
xt t

∞ ∞ ∞ ∞

= = = =

⎡ ⎤= ⋅ = ⎢ ⎥− + ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑ 。 

两边积分得 ( ) ( ) ( ) 1
1

21
1 1

11 1 1 1ln 1 ln 1
1 2

k
k k

k k

dx t t t t
xt t t t k k

+∞ ∞

−
= =

⎡ ⎤−
= + − − = +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦− + ⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∫  

( ) ( )
12

1
0 0 0

2
2 1

l k l
k l

l l k

t P x P x dxt t
l

∞ ∞ ∞

−
= = =

⎡ ⎤= = ⎢ ⎥+ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑∫ 。 

所以 ( ) ( )
1

1
0

2
2 1

k l
k l

k

P x P x dxt t
l

∞

−
=

=
+∑∫ ，即 ( ) ( )

1

1

2
2 1k l klP x P x dx
l

δ
−

=
+∫ 。 

 
 

281．证明： ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )22 2
0

2 2 ! 2 !1cos cos 2
2 ! !

l

l l
k

l k k
P l k

k l k
θ θ

=

−
= −

−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑ 。 

( )
( )2 20

1 1 1 1cos
1 2 cos 1 11

l
l i ii il

P t
t t te tet e e t θ θθ θ

θ
θ

∞

−−=

= = =
− + − −− + +

∑  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
2 22

0 0 0 0

1 2 1 2 2 ! 2 !
2 ! !

n k i n ki i n k
n k

n k n k

n k
te te t e

n k n k
θθ θ

∞ ∞ ∞ ∞
−− +

+
= = = =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∑ 。 

令上式右边 n k l+ = ，则 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )2
222

0 0 0

2 2 ! 2 !
cos

2 ! !

l
i l kl l

l l
l l k

l k k
P t e t

k l k
θθ

∞ ∞
−

= = =

−
=

−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑ ∑∑  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )2 22 22 2
0 0 0 0

2 2 ! 2 ! 2 2 ! 2 !
cos 2 sin 2

2 ! ! 2 ! !

l l
l l

l l
l k l k

l k k l k k
l k t i l k t

k l k k l k
θ θ

∞ ∞

= = = =

− −
= − + −

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑∑ ∑∑ 。 

对于上式右边第二项，当 l 为偶数（ 2m= ）时， 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
1

2 22 2
0 0

2 2 ! 2 ! 4 2 ! 2 !
sin 2 sin 2 2

! ! ! 2 !

l m

k k

l k k m k k
l k m k

k l k k m k
θ θ

−

= =

− −
− = −

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑  

                                   
( ) ( )
( ) ( )

( )
2

22
1

4 2 ! 2 !
sin 2 2

! 2 !

m

k m

m k k
m k

k m k
θ

= +

−
+ −

−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑  

令上面右边第二式 2n m k= − 可得
( ) ( )
( ) ( )

( )22
0

2 2 ! 2 !
sin 2 0

! !

l

k

l k k
l k

k l k
θ

=

−
− =

−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑ ， 



当 l 为奇数时同样有
( ) ( )
( ) ( )

( )22
0

2 2 ! 2 !
sin 2 0

! !

l

k

l k k
l k

k l k
θ

=

−
− =

−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑ 。 

所以 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )222
0 0 0

2 2 ! 2 !
cos cos 2

2 ! !

l
l l

l l
l l k

l k k
P t l k t

k l k
θ θ

∞ ∞

= = =

−
= −

−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑ ∑∑ ，比较系数即得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )22 2
0

2 2 ! 2 !1cos cos 2
2 ! !

l

l l
k

l k k
P l k

k l k
θ θ

=

−
= −

−⎡ ⎤⎣ ⎦
∑ 。 

 
 

282．如果 x 足够小，且 ( )
0 !

kk

k

af x x
k

∞

=

=∑ ，证明： ( )f x 可按 Lengendre 多项式展开： 

( ) ( )
0

l l
l

f x c P x
∞

=

=∑ ，其中 ( ) ( )
( )

2
2

0

3 2
2 1

2 ! 3 2
l n

l l n
n

a
c l

n l n

∞
+

+
=

Γ
= +

Γ + +∑ 。 

由 Lengendre 展开系数公式， ( )
1

1
0

2 1
2 !

kk
l l

k

alc x P x dx
k

∞

−
=

+
= ∑ ∫ 。由 275 题可知，只有 2k l n= +  

时，该式右边的积分才不为 0，即
( ) ( )

1 22
1

0

2 1
2 2 !

l nl n
l l

n

alc x P x dx
l n

∞
++

−
=

+
=

+∑ ∫ 。 

由 275 题（*）式， ( ) ( )
( )

( )
( )

1 2

1

2 ! 1 2
2 2 ! 3 2

l n
l l

l n n
x P x dx

n l n
+

−

+ Γ +
=

Γ + +∫  

( )
( ) ( )

2 ! 1 1 1 31 2 1
2 2 ! 3 2 2 2 2 2l

l n
n n

n l n
+ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + + Γ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )1 2 1

2 ! 2 ! 3 232 1 2 3 3
2 2 ! 3 2 2 2 ! 3 2l n l n

l n l n
n n

n l n n l n+ − + −

+ + Γ⎛ ⎞= − − Γ =⎜ ⎟Γ + + Γ + +⎝ ⎠
。 

所以
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
22

2 1 2
0 0

2 ! 3 2 3 22 1 2 1
2 2 ! 2 ! 3 2 2 ! 3 2

l nl n
l l n l n

n n

l n aalc l
l n n l n n l n

∞ ∞
++

+ − +
= =

+ Γ Γ+
= = +

+ Γ + + Γ + +∑ ∑ 。 

 
 

283．计算下列积分：（1） ( ) ( )
1

1 k lP x P x dx
−

′∫ ；（2）
( )

( )
1

3 21 21 2
lP x

dx
xt t− − +

∫ 。 

（1） ( )kP x′ 是 1k − 次多项式，所以当 k l≤ 时 ( ) ( )
1

1
0k lP x P x dx

−
′ =∫ 。 k l> 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 11 1

1 11 1
1 1 k l

k l k l k l k lP x P x dx P x P x P x P x dx P x P x +

− −− −
′ ′= − = = − −∫ ∫ 。 



所以当 2 1k l n= + + （ 0,1,2,n = ）时，积分值为 2，其余都为 0。 

（2） 0t = 时，原积分 ( ) ( ) ( )
1 1

0 01 1
2l l lP x dx P x P x dx δ

− −
= = =∫ ∫ 。 

0t ≠ 时，原积分 ( ) ( ) ( )1
1 1

2 2 21 1
1

1 1 1 1
1 2 1 2 1 2

l l
l

P x P x
P x d dx

t t txt t xt t xt t− −
−

′
= = −

− + − + − +
∫ ∫  

               
( )

( )
( )

( )1

2 2 21

11 1 1
1 21 1

l
lP x

dx
t t xt tt t −

⎡ ⎤ ′−⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥ − +− +⎣ ⎦

∫ 。 

当 1t < 时， ( )
2

0

1
1 2

k
k

k
P x t

xt t

∞

=

=
− +

∑ ，所以 

原积分
( ) ( ) ( ) ( )

1
21 2 1

1
0 0

1 11 1 1 1 1 2
1 1 1 1

l
l l

k l n
l k

k n
P x P x dx t t

t t t t t t t t

−⎡ ⎤
⎢ ⎥∞ ⎣ ⎦

− −

−
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎡ ⎤′= − − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦− + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑∫ 。 

这里用到了上小题结论。对上式分别代入 l 为奇数和偶数可得原积分 2

2
1

lt
t

=
−

。 

当 1t > 时， ( )
2

0
2

1 1 1
1 11 2 1 2

k
k

k
P x t

txt t t x
t t

∞
−

=

= =
− + − +

∑ ， 

1t > 时，原积分
( ) ( ) ( )

1

2 1
0

11 1 1
1 1

l
k

l k
k

P x P x dx t
t t t t

∞
−

−
=

⎡ ⎤− ⎡ ⎤′= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦− +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∫  

             
( )

( )

1
2

2 1
2 1 2

0

11 1 2 2
1 1 1

l
l

n l
l

n
t

t t t t t t

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

− +
+

=

⎡ ⎤−
= − − =⎢ ⎥

− + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 。 

1t < − 时，原积分
( ) ( ) ( )

1

2 1
0

11 1 1
1 1

l
k

l k
k

P x P x dx t
t t t t

∞
−

−
=

⎡ ⎤− ⎡ ⎤′= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦− +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∫  

             
( )

( )

1
2

2 1
2 1 2

0

11 1 2 2
1 1 1

l
l

n l
l

n
t

t t t t t t

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

− +
+

=

⎡ ⎤−
= + + =⎢ ⎥

− + −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 。 

 
 

284．证明：对于足够小的 t ，下式成立：

( )
( ) ( )

2

3 22 0

1 2 1
1 2

l
l

l

t l P x t
xt t

∞

=

−
= +

− +
∑ 。 



( )
( )

2

3 2 22 0

1 1 1 1
1 21 2

l
l

l

t dt t P x t
t dx txt txt t

∞

=

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ′= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠− +− +

∑  

           ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

0 0 1 1

1l l l l
l l l l

l l l l

P x t P x t P x t P x t
∞ ∞ ∞ ∞

− +
+ −

= = = =

′ ′ ′ ′= − = + −∑ ∑ ∑ ∑  

           ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 0

1 2 1l l
l l l

l l

P x P x t l P x t
∞ ∞

+ −
= =

′ ′= + − = +⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑ 。 

 
 

285．利用

( ) ( )2 22 2

1 1 1
11 2 1 1 1xtxt t t x xt

=
−− + − − −

证明： 

( )
( ) ( )

( )
[ ]2

2 2
22

0

! 1
2 ! 2 !

l
k l k

l k
k

lP x x x
k l k

−

=

= −
−

∑ 。 

( )
( )

( )

( )
( )

2 2

22 2 20 0

2

1 11 1 1 1
2

1 1 11 2 1
1

1

k

l
l

l k

t x
P x t

xt xt xtxt t t x k
xt

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎡ ⎤− −−⎜ ⎟ ⎢ ⎥= = =
⎜ ⎟− − −⎢ ⎥− + − ⎣ ⎦⎝ ⎠−

−

∑ ∑  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 2
2 12 2

2 22 2
0 0 0

2 ! 1 2 12 !
1 1

2 ! 2 !

kk
k k nk

k k
k k n

k t x kk
t x xt xt

nk k

∞ ∞ ∞
− −

= = =

− − −⎛ ⎞
= − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑  

( )
( )

( )2 2
22

0 0

2 !
1

2 ! !
k n k n

k
k n

k n
x x t

k n

∞ ∞
+

= =

+
= −∑∑ 。 

令 2k n l+ = ，则上式
( ) ( )

( )
[ ]2

2 2
22

0 0

! 1
2 ! 2 !

l
k l k l

k
l k

l x x t
k l k

∞
−

= =

= −
−

∑∑ ， 

所以 ( )
( ) ( )

( )
[ ]2

2 2
22

0

! 1
2 ! 2 !

l
k l k

l k
k

lP x x x
k l k

−

=

= −
−

∑ 。 

 
 

286．利用上题结果证明： ( ) ( )2
0

0
1

!
lxt l

l

P x
e J t x t

l

∞

=

− =∑ ，其中 ( ) ( )
( )

2

0 2
0

1
2!

kk

k

xJ x
k

∞

=

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

( )
( ) ( )

( )
[ ]2

2 2
22

0 0 0

1 1
! 2 ! 2 !

l
kl l l k l

k
l l k

P x
t x x t

l k l k

∞ ∞
−

= = =

= −
−

∑ ∑∑ ，令2k n l+ = ，则 



上式
( )

( ) ( ) ( )
( )

2
2

2 2
2 22

0 0 0 0

11 11
! 22 ! ! !

kn k
k n k n

k
k n n k

xt t xx x t
nk n k

∞ ∞ ∞ ∞
+

= = = =

⎛ ⎞− −
= − = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑ ∑ ∑  

( )2
0 1xte J t x= − 。 

 
 

287．在上题中分别令 cosx α= ， sint r β= 及 cosx β= ， sint r α= ，从而推出： 

( ) ( )
( ) ( )

0

sinsin !cos cos
sin ! ! sin

l kl l

l k
k

lP P
k l k

β ααα β
β α

−

=

−⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∑ 。 

上题中分别令 cosx α= ， sint r β= 及 cosx β= ， sint r α= 可得： 

( ) ( )cos sin
0

0

cos sin
sin sin

!

l
lr l

l

P
e J r r

l
α β α β

α β
∞

=

=∑ ，  

( ) ( )sin cos
0

0

cos sin
sin sin

!

l
lr l

l

P
e J r r

l
α β β α

α β
∞

=

=∑ 。 

由以上两式消去 ( )0 sin sinJ r α β 可得 

( ) ( ) ( )sin

0 0

cos sin cos sin
! !

l l
rl ll l

l l

P P
r e r

l l
β αα β β α∞ ∞
−

= =

=∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0 0 0

sin cos sin cos sin sin
! ! ! !

k l k l kl
l kk l k l k

k l l k

P P
r r r r

k l k l k
β α β α β α β α−∞ ∞ ∞

−

= = = =

− −
= ⋅ =

−∑ ∑ ∑∑  

( ) ( ) ( )
0 0

1 sin sin cos
! !

l
k l k l

k
l k

P r
k l k

α β α β
∞

−

= =

= −
−∑∑ 。 

两边比较系数得
( )

( ) ( ) ( )
0

cos sin 1 sin sin cos
! ! !

l l
l k l k

k
k

P
P

l k l k
α β

α β α β−

=

= −
−∑ ， 

即 ( ) ( )
( ) ( )

0

sinsin !cos cos
sin ! ! sin

l kl l

l k
k

lP P
k l k

β ααα β
β α

−

=

−⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⎢ ⎥⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎣ ⎦

∑ 。 

 
 

288．计算下列积分：（1） ( ) ( ) ( )
1 2

1
1 k lx P x P x dx

−
′ ′−∫ ；（2） ( ) ( )

1

1 k lP x P x dx
−

′ ′∫ 。 

（1）原积分 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 12 2

11
1 1k l k l

dx P x P x P x x P x dx
dx−−

⎡ ⎤′ ′= − − −⎣ ⎦∫  



          ( ) ( ) ( ) ( )1

1

2 1
1

2 1k l kl

l l
l l P x P k dx

l
δ

−

+
= + =

+∫ 。 

（2）不妨设 k l≥ ，则原积分 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1

1 1

1 1 1 1
2

l k
k l k lP x P x P x P x dx l l + +

− −
′′ ⎡ ⎤′= − = + − −⎣ ⎦∫ 。 

当 k l+ 为偶数时，积分值为 ( )1l l + ， k l+ 为奇数时，积分值为 0。 

 
 

289．计算下列积分：（1） ( ) ( )
1

0 k lP x P x dx∫ ；（2） ( ) ( )
1

11 k kxP x P x dx+−∫ ； 

（3） ( ) ( )
1 2

21 k kx P x P x dx+−∫ ；（4） ( )
1 2

1 kxP x dx
−
⎡ ⎤⎣ ⎦∫ 。 

（1）当 k l+ 为偶数时， ( ) ( )
1

0 k lP x P x dx∫ ( ) ( )
1

1

1 1
2 2 1k l klP x P x dx

l
δ

−
= =

+∫ 。  （**） 

当 k l+ 为奇数时，设 2k n= ， 2 1l m= + ，令 274 题中 0x = 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

1 2 2 1 2 1 2

0

0 0 0 0
2 2 1 2 1 2 2
n m m n

k l

P P P P
P t P t dt

n n m m
+ +′ ′−

=
+ − + +∫  

              
( )

( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )2 22

1 2 ! 2 1 !
2 1 2 2 2 2 1 2 ! !

m n

m n

n m
m m n n m n

+

+

− +
=

+ + − +
。          （*） 

（2）由递推关系， ( ) ( ) ( )1 1
1

2 1 2 1k k k
k kxP x P x P x
k k+ −

+
= +

+ +
， 

原积分 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

1 12
1 1 11 1

2 11
2 1 2 1 2 1 2 3k k k

kk kP x dx P x P x dx
k k k k+ − +− −

++
= + =

+ + + +∫ ∫ 。 

（3） ( ) ( ) ( )2 3 1
3 2

2 5 2 5k k k
k kxP x P x P x
k k+ + +

+ +
= +

+ +
，原积分 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 3 11

1 3 2
2 1 2 1 2 5 2 5k k k k
k k k kP x P x P x P x dx
k k k k+ − + +−

+ + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )( )( )
1 2

11

1 2 2 1 2
2 1 2 5 2 1 2 3 2 5k

k k k k
P x dx

k k k k k+−

+ + + +
= =

+ + + + +∫ 。 

（4）原积分 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 12 2
1 1 1 11 1 1

1 1
2 1 2 1 2 1 2 1k k k k
k k k kP x P x dx P x dx P x dx
k k k k+ − + −− − −

+ +⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

( )
( )( )( )

22 2 2 2 2 11 2 2
2 1 2 3 2 1 2 1 2 3 2 1 2 1

k kk k
k k k k k k k

+ −+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + − + + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
。 

 



 

290．将下列函数按 Legendre 多项式展开：（1） ( ) 2f x x= ；（2） ( )f x x= ； 

（3） ( )
0, 1 0

,0 1
x

f x
x x
− ≤ <⎧

= ⎨ ≤ ≤⎩
；（4） ( ) 21 2f x xt t= − + 。 

（1） ( ) ( ) ( )2 2 0 0f x a P x a P x= + ， ( )
1 2

2 21

5 2
2 3

a x P x dx
−

= =∫ ，
1 2

0 1

1 1
2 3

a x dx
−

= =∫ ， 

即 ( ) ( ) ( )2 0
2 1
3 3

f x P x P x= + 。 

（2） ( ) ( )2 2
0

k k
k

f x a P x
∞

=

=∑ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2 1 21 0 0

4 1 4 1 4 1
2k k k k

ka x P x dx k xP x dx k P x P x dx
−

+
= = + = +∫ ∫ ∫ ， 

由上题（*）式得
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1

2 22 1

1 2 ! 4 1
2 ! 1 2 1

k

k k

k k
a

k k k

+

+

− +
=

+ −
。 

即 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )
1

222 1
0

1 2 ! 4 1
2 ! 1 2 1

k

kk
k

k k
f x P x

k k k

+∞

+
=

− +
=

+ −
∑ 。 

（3） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

1 1 222 1
0

1 2 ! 4 11 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 ! 1 2 1

k

kk
k

k k
f x x x P x x P x P x

k k k

+∞

+
=

− +
= + = + = +

+ −
∑ 。 

（4）记 ( ) 2, 1 2F x u xu u= − + ，则 

( ) ( ) ( )1

2
0 0

,

1 2
l l

l l
l l

F x u u x P x u xP x u
u xu u

∞ ∞
+

= =

∂ −
= = −

∂ − +
∑ ∑  

        ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 1

0 1 1

1
2 1 2 1

l l l
l l l

l l l

l lP x u P x P x u P x u
l l

∞ ∞ ∞
+

+ −
= = =

+
= − − −

+ +∑ ∑ ∑  

        ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

0 2 0

1
2 1 2 3

l l l
l l l

l l l

l lP x u P x P x u P x u
l l

∞ ∞ ∞
+ − +

= = =

+
= − − −

− +∑ ∑ ∑  

        ( ) ( )1 1
0

1

2 2
3 2 3 2 1

l l
l

l

l luP x u u P x
l l

∞
+ −

=

+⎛ ⎞= + −⎜ ⎟+ −⎝ ⎠
∑ 。 

两边对u 从 0 积到 t 得 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
0

1 0

1 1
3 2 3 2 1 2 3 2 1

l l l l

l l
l l

t t t tf x t P x P x P x
l l l l

+ +∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ 。 

 
 



291．定义 ( ) ( )1

1

1
2

l
l

P t
Q x dt

x t−
=

−∫ ，（1）证明 ( )lQ x 是 Legendre 方程的解； 

（2）求出 ( )0Q x ， ( )1Q x 和 ( )2Q x 的表达式。 

（1）
( ) ( )

( )
1

21

1
2

l ldQ x P t
dt

dx x t−
= −

−∫ ， 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

21 12
2 31 1

1 1 11
2

l
l l

dQ xd d x xtx P t dt P t dt
dx dx dx x t x t− −

⎡ ⎤ − −
− = − = −⎢ ⎥

− −⎣ ⎦
∫ ∫ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2

1 1

11 1 11 1
2 2

l
l l

l l P t dl l Q x dt t P t dt
x t x t dt− −

+ ⎡ ⎤′+ = = − −⎣ ⎦− −∫ ∫  

        ( ) ( ) ( )
( )

1 212
21

1

1 1 11
2l l

tt P x P t dt
x t x t−

−

−′ ′= − − +
− −∫  

        ( )
( )

( )
( )

( )
( )

1
2 1 1

2 3 31 1
1

1 1 1 1
2 l l l

t xt xtP t P t dt P t dt
x t x t x t− −

−

− − −
= + =

− − −∫ ∫ 。 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )21 1 0l
l

dQ xd x l l Q x
dx dx

⎡ ⎤
− + + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
。 

（2）若 ( )1,1x∈ − ，则
( )1

1

lP t
dt

x t− −∫ 是暇积分，这时取其主值。 

( )
1 1

0 11 0

1 1 1 1 1lim ln ln ln
2 2 2 1

x

x

xQ x dt x t x t
x t x

ε

εε +

−

− +− →

+⎡ ⎤= = − − + − =
⎣ ⎦− −∫ 。 

( ) ( )
1 1

1 01 1

1 1 11 1 ln 1
2 2 2 1

t x x xQ x dt dt xQ x
x t x t x− −

+⎛ ⎞= = − − = − + = −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠∫ ∫ 。 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 12 1 0
2 1 1 1

1 3 1 1 1
2 2 2 2 2

P t tP t P t
Q x dt dt dt

x t x t x t− − −
= = ⋅ − ⋅

− − −∫ ∫ ∫  

      ( ) ( ) ( )2
1 0

3 1 1 1 33 1 ln
2 2 4 1 2
x xQ x Q x x x

x
+

= − = − −
−

。 

1x > 或 1x < − 时也可得上面结果。 
 
 

292．求解下列本征值问题：（1）
( )

( ) ( )

21 0

0 0, 1

d dyx y
dx dx
y y

λ⎧ ⎡ ⎤− + =⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ =⎩ 有界

；（2）
( )

( ) ( )

21 0

0 0, 1

d dyx y
dx dx
y y

λ⎧ ⎡ ⎤− + =⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ ′ =⎩ 有界

。 

令 ( )1λ ν ν= + ，求出方程在 0x = 的两个独立级数解： 



( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 2

0
0

2 1 2 3 1
2 1 2 2

2 !
n

n

n n
y x n n x

n
ν ν ν

ν ν ν
∞

=

− + − + +
= − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ， 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 2 1

1
0

2 2 2 2
2 1 1 2 2 1 1

2 1 !
n

n

n n
y x n n x

n
ν ν ν

ν ν ν
∞

+

=

+ − + +
= − + − − + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦+∑ 。 

( )0y x 为偶函数， ( )1y x 为奇函数。一般地， ( )0y x 和 ( )1y x 在 1x = ± 是发散的。 

（1）为使 ( )0 0y = ，只能取 ( )1y x 。当 2 1lν = + （ 0,1,l = ）时，因子 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 2 2 2n n n l n l lν ν ν− + − − + − − = − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

当 n l> 时为 0，即 ( )1y x 截断为多项式： 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) 2 1

1
0

2 2 1 2 2 1 2 3
1 2 2 2 2 2 1

2 1 !

l
n n

n

l n l n l
y x l l l n x

n
+

=

+ + + − +
= − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦+∑  

      
( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )
( )

2 1
1

0

2 2 2 ! 1 2 !
2 2 1 ! 1 1 2 1 ! !

n nl
n

n
n

l n l
x

n l n l n l l l n
+

+
=

+ + −
=

+ + + + + + −∑  

      ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

22
2 1

2 1
0

2 ! 1 2 2 2 !
1

2 1 ! 2 ! 1 ! 2 1 !

l nl l
l n

l
n

l l n
x

l l n l n n

+
+

+
=

− + +
= −

+ − + + +∑ ， 

令 n l k= − ，则 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 22 2

2 1 2
1 2 12 1

0

2 ! 1 4 2 2 ! 2 !
1 1

2 1 ! 2 ! 2 1 ! 2 2 1 ! 2 1 !

kl ll
l ll k

ll
k

l l k l
y x x P x

l k l k l k l
+ −

++
=

− − +
= − = −

+ − + − + +∑

所以本征值 ( )( )2 1 2 2l l lλ = + + ，本征函数 ( ) ( )2 1l ly x P x+= （ 0,1,l = ）。 

（2）为使 ( )0 0y′ = ，只能取 ( )0y x 。当 2lν = （ 0,1,l = ）时， ( )0y x 截断为多项式： 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

22
2

0 2
0

2 ! 1 2 2 !
1

2 ! 2 ! ! 2 !

l nl l
l n

l
n

l l n
y x x

l l n l n n

+

=

− +
= −

− +∑  

      ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 22 2

2 2
22

0

2 ! 1 4 2 ! 2 !
1 1

2 ! 2 ! 2 ! 2 2 ! 2 !

kl ll
l ll k

ll
k

l l k l
x P x

l k l k l k l
−

=

− −
= − = −

− −∑ 。 

所以本征值 ( )2 2 1l l lλ = + ，本征函数 ( ) ( )2l ly x P x= （ 0,1,l = ）。 

 
 



293．求解球内定解问题：

2

0

0,
,0

0,r a

u r a
u

u
θ α

α θ π=

⎧∇ = <
⎪

≤ ≤⎧⎨
= ⎨⎪ < ≤⎩⎩

。 

将 r a= 的边界条件展开成 Legendre 级数： ( )0

0

,0
cos

0, l lr a
l

u
u c P

θ α
θ

α θ π

∞

=
=

≤ ≤⎧
= =⎨ < ≤⎩

∑ ，则 

( )0
0 00

1 sin 1 cos
2 2

uc u d
α

θ θ α= = −∫ 。 

0l > 时， ( ) ( )
1

0 00 cos

2 1 2 1cos sin
2 2l l l

l lc u P d u P x dx
α

α
θ θ θ+ +

= =∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 1 1 0 1 1cos cos

1 1 cos cos
2 2l l l lu P x dx P x dx u P P

α α
α α+ − − +

⎡ ⎤′ ′= − = −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ 。 

可看出问题与ϕ无关。分离变量可得本征函数 ( ) ( )cosl lPθ θΘ = （ 0,1,l = ）。 

( ) ( ) ( )1

0

, cosl l
l l l

l

u r A r B r Pθ θ
∞

− −

=

= +∑ ，由于 ( )0,u θ 有界，所以 0lB = ，即 

( ) ( )
0

, cosl
l l

l

u r A r Pθ θ
∞

=

=∑ 。所以 ( ) ( ) ( )
0 0

, cos cosl
l l l l

l l

u a A a P c Pθ θ θ
∞ ∞

= =

= =∑ ∑ ， 

比较系数得 ( )0
0 0 1 cos

2
uA c α= = − ， ( ) ( )0

1 1cos cos
2

l
l l ll l

c uA P P
a a

α α− += = −⎡ ⎤⎣ ⎦，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1

1

, 1 cos cos cos cos
2 2

l

l l l
l

u u ru r P P P
a

θ α α α θ
∞

− +
=

⎛ ⎞= − + −⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
∑ 。 

 
 

294．求解习题 11 第 208 题，假定温度已达稳定。

2 0,

cos ,0 2

0, 2r a

u r a
M

u H u k
r k

θ θ π

π θ π=

⎧∇ = <
⎪⎪ ⎧ ≤ ≤⎨ ∂ ⎪⎛ ⎞+ = ⎨⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠ ⎪⎪ < ≤⎩⎩

 

令 ( )
0

cosl l
lr a

u H u c P
r k

θ
∞

==

∂⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ ，则 

( ) ( ) ( )
2 1

10 0

2 1 2 1cos cos sin
2 2l l l

l M l Mc P d P x P x dx
k k

π
θ θ θ θ+ +

= =∫ ∫ 。 

由 289 题（**）式， 1 2
Mc
k

= ，由 289 题（*）式， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

1
1

2 1 2 22 10

1 4 1 2 !4 1
2 2 2 2 1 1 !

n

n n n

n nn M Mc P x P x dx
k k n n n

+

+

− ++
= =

− +∫ 。（ 0,1,n = ） 



( ) ( )
0

, cosl
l l

l

u r A r Pθ θ
∞

=

=∑ ， 

( ) ( )1
0

1 0

cos cosl l
l l l l

l lr a

u H H Hu A A la a P c P
r k k k

θ θ
∞ ∞

−

= ==

∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ， 

对比系数得 1
1

2
MA

Ha k
=

+
， 

( ) ( )( )
( )( )( )

1
2

2 22 22 1

1 4 1 2 !1 1 1
2 22 2 2 1 1 !

n
n

n n nn

n nkc MA nk nka an n nH H
a a

+

+

− +
= =

− ++ +
（ 0,1,n = ）。 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

( )
1 2

1 222 1
0

1 4 1 2 !1, cos cos22 2 2 1 1 !2

n n

nn
n

n nM r M ru r P Pnkk a an n nHH
aa

θ θ θ
+∞

+
=

− + ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠− +++⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

 
 

295．求解下列定解问题：

2

2
0 0

0,
, cos

r a r b

u a r b
u u u u θ

= =

⎧∇ = < <⎪
⎨

= =⎪⎩
。 

( ) ( )1
0

, cosl l
l ll

l

Bu r A r P
r

θ θ
∞

+
=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

( ) ( )0 01
0

cos cosl l
l llr a

l

Bu A a P u P
a

θ θ
∞

+=
=

⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

( ) ( ) ( )2
0 0 0 0 21

0

1 2cos cos cos cos
3 3

l l
l llr b

l

Bu Ab P u u P u P
b

θ θ θ θ
∞

+=
=

⎛ ⎞= + = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

比较系数得
( )0 0

3
3
b aA u
b a
−

=
−

，
( )0 0
2

3
abB u

b a
=

−
，

( )
3

2 05 5

2
3

bA u
b a

=
−

，
( )

5 3

2 05 5

2
3

a bB u
a b

=
−

， 

其他 0lA = ， 0lB = 。所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 33 2

0
0 0 25 5

23 2, cos
3 3 3

b a ub a b a r au r u u P
b a b a r a rb a

θ θ
⎡ ⎤− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

 
 



296．解习题 11 第 209 题：

( )

( ) ( )

2 2
2 2

2

0

0
0

0
2
0,

,

x x l

t
t

u ul x
t x x

u u

uu x x
t

ω

ϕ ψ

= =

=
=

⎧∂ ∂ ∂⎡ ⎤− − =⎪ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎪⎪ =⎨
⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

有界 。 

分离变量得

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2

0

0
2

dX xd l x X x
dx dx

T t T t

λ

ω λ

⎧ ⎡ ⎤
− + =⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎨

⎪ ′′ + =⎪⎩

。可得本征值问题
( )

( ) ( )

2 2 0

0 0,

d dXl x X
dx dx
X X l

λ⎧ ⎡ ⎤− + =⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ =⎩ 有界

， 

令
xu
l

= ，用 y 表示 X ，则
( )

( ) ( )

21 0

0 0, 1

d dyu y
du du
y y

λ⎧ ⎡ ⎤− + =⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎨
⎪ =⎩ 有界

。 

第 292 题第（1）小题已得出 ( )( )2 1 2 2k k kλ = + + ， ( ) ( )2 1k ky u P u+= （ 0,1,k = ）， 

所以 ( ) 2 1k k
xX x P
l+

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

可解出 ( ) sin cosk k k k kT t A t B tω ω= + ，其中 ( )( )1 2 1k k kω ω= + + 。 

所以 ( ) ( ) 2 1
0

, sin cosk k k k k
k

xu x t A t B t P
l

ω ω
∞

+
=

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

由 289 题（**）式可得 ( ) ( )
1

2 1 2 10

1
4 3k n knP x P x dx
k

δ+ + =
+∫ ， 

所以有 2 1 2 10 4 3
l

k n kn
x x lP P dx
l l k

δ+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ 。 

由初始条件以及上式的正交性可定出 ( ) 2 10

4 3 l

k k
k

k xA x P dx
l l

ψ
ω +
+ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ， 

( ) 2 10

4 3 l

k k
k xB x P dx
l l

ϕ +

+ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 。 

 
 

297．设有一半径为 a 的导体半球，球面温度为1 C，底面温度为0 C，求半球内的稳定温度

分布。

2

2

0,
0, 1

r a

u r a
u u

θ π= =

⎧∇ = <⎪
⎨ = =⎪⎩

 



分离变量可得本征值问题

( ) ( )

1 sin 0
sin

0 , 2 0

d d
d d

θ λ
θ θ θ

π

⎧ Θ⎛ ⎞ + Θ =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪Θ Θ =⎩ 有界

，则 

本征值 ( )( )2 1 2 2l l lλ = + + ，本征函数 ( ) ( )2 1 cosl lPθ θ+Θ = （ 0,1,l = ）。 

所以 ( ) ( )2 1
2 1

0

, cosl
l l

l

u r A r Pθ θ
∞

+
+

=

=∑ 。 

由 289 题（**）式可得 ( ) ( )
2

2 1 2 10

1cos cos sin
4 3k l klP P d
l

π
θ θ θ θ δ+ + =

+∫ 。 

由 289 题（*）式可得 ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

2

0 2 1 22 10

1 2 !
cos cos sin

2 1 !

l

l l

l
P P d

l l

π
θ θ θ θ+ +

−
=

+∫ 。 

由初始条件定出
( ) ( ) ( )

( )( )2 2 12 1

1 2 ! 4 3 1
2 1 !

l

l ll

l l
A

al l ++

− +
=

+
，所以 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )
2 1

2 122 1
0

1 2 ! 4 3
, cos

2 1 !

l l

ll
l

l l ru r P
al l

θ θ
+∞

++
=

− + ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠+

∑ 。 

 
 
298．一个均匀圆盘，总质量M ，半径 a ，求空间引力势。 

 

( )2
2

0

0

4 1
2

0
r r

GMu a r
a r

u u

u u
θ θ π

πδ θ η

= =

= →∞

⎧ ⎛ ⎞∇ = − −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎪
⎨
⎪ =⎪
⎪⎩

有界, 有界

有界,

。 

将 ( )2δ θ π− 展开成 Legendre 级数： ( ) ( )
0

2 cosl l
l

c Pδ θ π θ
∞

=

− =∑ ，则 

( ) ( )
0

2 1 2 1cos sin 0
2 2 2l l l

l lc P d P
π πδ θ θ θ θ+ +⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ， 

即 ( ) ( )
0

2 1 0 cos
2 2 l l

l

l P Pπδ θ θ
∞

=

+⎛ ⎞− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 



用 1u 表示 r a< 的u ， 2u 表示 r a> 的u ，则 

2
1 2

1 1 10 0

4 1
2

r

GMu
a r

u u u
θ θ π

πδ θ

= = =

⎧ ⎛ ⎞∇ = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎨
⎪
⎩ 有界, 有界, 有界

，

2
2

2 2 20

0
0

r

u
u u u

θ θ π= = →∞

⎧∇ =⎪
⎨

=⎪⎩ 有界, 有界,
， 

连接条件 1 20 0r a r a
u u

= − = +
= ， 1 2

0 0r a r a

u u
r r= − = +

∂ ∂
=

∂ ∂
。 

2u 解为 ( ) ( )2 1
0

, cosl
ll

l

Bu r P
r

θ θ
∞

+
=

=∑ 。 

将 1u 展开为 ( ) ( ) ( )1
0

, cosl l
l

u r R r Pθ θ
∞

=

=∑ ，代入 1u 方程得 

( ) ( ) ( ) ( )2
2 2 2

0 0

11 4 2 1cos 0 cos
2

l
l l l l

l l

l ldRd GM lr R P P P
r dr dr r a r

θ θ
∞ ∞

= =

+⎡ ⎤ +⎛ ⎞ − =⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ ， 

即
( ) ( )2

2 2 2

11 4 2 1 0
2

l
l l

l ldRd GM lr R P
r dr dr r a r

+ +⎛ ⎞ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

可解得 ( ) ( )( ) ( )2

2 2 1 0
2 1

l
l l l

GM lR r A r P r
a l l

+
= −

+ −
，这里已去掉了无界项 1

1
lr + 。 

所以 ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2
0

2 2 1, 0 cos
2 1

l
l l l

l

GM lu r A r P r P
a l l

θ θ
∞

=

⎡ ⎤+
= −⎢ ⎥+ −⎣ ⎦
∑ 。 

由连接条件可得
( )( ) ( ) 1

2 2 1 0
2 1

l l
l l l

BGM lA a P
a l l a +

+
− =

+ −
， 

( )( ) ( ) ( )1
2 2

12 2 1 0
2 1

ll
l l l

l BGM llA a P
a l l a

−
+

++
− = −

+ −
（ 0,1,l = ）。 

解得
( ) ( )2 10

1l l l

GMA P
a l a

=
−

，
( ) ( ) 12 0

2
l

l l
GMB P a

a l
+= −

+
。 

再由 ( ) ( ) ( )
( )2 22

2 !
0 1

2 !
k

k k

k
P

k
= − ， ( )2 1 0 0kP + = 可得 

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

2

1 222
0

1 2 !2 1 4 1, cos
2 1 2 2 2 1 2 !

kk

kk
k

kGM r k ru r P
a k a k k a k

θ θ
∞

=

⎡ ⎤ −+⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟− + −⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ， 



( ) ( ) ( )
( )( )

( )
2 1

2 222
0

1 2 !
, cos

2 1 !

k k

kk
k

kGM au r P
a rk k

θ θ
+∞

=

− ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠+

∑ 。 

 
 
299．有一半径为b 的接地导体球壳，球壳内放一圆环，环半径为 a ，环心与球心重合，环 

上均匀带电，总电荷为Q。求球内电势。 

以球心为圆点，垂直于环面的轴为 z 轴。

( )2
2

0

0

0

2 2
,

0
r r b

Qu r a
a

u u

u u
θ θ π

πδ δ θ
πε

= =

= =

⎧ ⎛ ⎞∇ = − − −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎪
⎨
⎪ =⎪
⎪⎩

有界 有界

有界,

。 

用 1u 表示 r a< 的u ， 2u 表示 a r b< < 的u ，则 

2
1

1 1 10 0

0
,

r

u
u u u

θ θ π= = =

⎧∇ =⎪
⎨
⎪⎩ 有界 有界, 有界

，

2
2

2 2 20

0
, 0

r b

u
u u u

θ θ π= = =

⎧∇ =⎪
⎨

=⎪⎩ 有界 有界,
， 

u 在 r a= 处是关于 r 连续的，即 1 20 0r a r a
u u

= − = +
= ，否则原方程右边会出现 ( )r aδ ′ − 项。 

原方程写为： ( )
2

2
2

0

1 sin
sin 2 2

u u r Qr r a
r r a

πθ δ δ θ
θ θ θ πε

∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

两边对 r 在[ ],a aε ε− + 上积分，取极限得 

( ) ( )2 1
2 2

00 0 0 0

2 1 0 cos
2 2 2 2 l l

lr a r a

u u Q Q l P P
r r a a

πδ θ θ
πε πε

∞

== + = −

∂ ∂ +⎛ ⎞− = − − = −⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠
∑ 。 

综上，连接条件为
( ) ( )

1 20 0

2 1
2

00 0 0

2 1 0 cos
2 2

r a r a

l l
lr a r a

u u

u u Q l P P
r r a

θ
πε

= − = +

∞

== + = −

⎧ =
⎪
⎨∂ ∂ +

− = −⎪ ∂ ∂⎩
∑

。 

可得 ( ) ( )1
0

, cosl
l l

l

u r A r Pθ θ
∞

=

=∑ ， ( ) ( )2 1
0

, cosl l
l ll

l

Cu r B r P
r

θ θ
∞

+
=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

由边界条件 2 0
r b

u
=
= 得

2 1l
l lC B b += − ，即 ( ) ( )

2 1

2 1
0

, cos
l

l
l ll

l

bu r r B P
r

θ θ
+∞

+
=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 。 

由连接条件得
2 1

1

l
l l

l ll

bA a a B
a

+

+

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
( ) ( ) ( )

2 1
1 1

2 2
0

1 2 1
0

4

l
l l

l l ll

l b Q l
la B lAa P

a aπε

+
− −

+

⎡ ⎤+ +
+ − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
。 



解得 ( )1 2 1
0

1 0
4

l

l ll l

Q aA P
a bπε + +

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ( )2 1

0

0
4

l

l ll

Q aB P
bπε += − 。 

所以 ( ) ( ) ( )
1

1
00

, 0 cos
4

l l l

l l
l

Q r a ru r P P
a a b b

θ θ
πε

+∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

           
( ) ( )

( )
( )

2 2 1 2

222
00

1 2 !
cos

4 2 !

k k k k

kk
k

kQ r a r P
a a b bk

θ
πε

+∞

=

⎡ ⎤− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 。 

( ) ( ) ( )
1

2
00

, 0 cos
4

l l l

l l
l

Q a a ru r P P
r r b b

θ θ
πε

+∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

        
( ) ( )

( )
( )

2 2 2 1

222
00

1 2 !
cos

4 2 !

k k k k

kk
k

kQ a a r P
r r b bk

θ
πε

+∞

=

⎡ ⎤− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 。 

 
 

300．将下列函数按球谐函数 ( ),m
lY θ ϕ 展开：（1） 2 2sin cosθ ϕ ；（2）( )1 3cos sin cosθ θ ϕ+ 。 

（1） ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 21 1 1sin cos 1 1 cos 2 1 1
2 2 4

i ix x x e eϕ ϕθ ϕ ϕ −= − + = − + − +  

          ( ) ( ) ( )( )0 0 2 2 2
0 2 2

1 1 1
3 3 12

i iP x P x P x e eϕ ϕ−= − + +  

          ( ) ( ) ( ) ( )0 0 2 2
0 2 2 2

2 2 2 2, , , ,
3 3 5 15 15

Y Y Y Yπ π π πθ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ−= − + + 。 

（2） ( ) ( )( ) ( )
1

2 211 3cos sin cos 1 3 1
2

i ix x e eϕ ϕθ θ ϕ −+ = + − +  

          ( )( ) ( )( )1 1
1 2

1 1
2 2

i i i iP x e e P x e eϕ ϕ ϕ ϕ− −= − + − +  

          ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 1 2 2

2 2 6 6, , , ,
3 3 5 5

Y Y Y Yπ π π πθ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ− −= − − − − 。 

 
 

301．在半径为a 的（1）球内区域，（2）球外区域，求解：
( )

2 0

,
r a

u
u f
r

θ ϕ
=

⎧∇ =
⎪
∂⎨

=⎪∂⎩

。 

（1） ( ) ( )0,0 ,
1

, , ,
l

l m
l m l

l m l

u r A A r Yθ ϕ θ ϕ
∞

= =−

= +∑ ∑ ，这里去掉了无界项 1

1
lr + 。 



( ) ( )1
,

1
, ,

l
l m

l m l
l m lr a

u lA a Y f
r

θ ϕ θ ϕ
∞

−

= =−=

∂
= =

∂ ∑ ∑ ， 

求得 ( ) ( )
2

, 1 0 0

1 , , sinm
l m llA f Y d d

la
π π

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ∗
−= ∫ ∫ （ 1,2,l = ）。 

由于所给边界条件只是导数值，所以 0,0A 不定，即零电位点可任意选取。 

（2） ( ) ( ),
0,0 1

0

, , ,
l

l m m
ll

l m l

B
u r A Y

r
θ ϕ θ ϕ

∞

+
= =−

= +∑∑ ，这里去掉了有界项
lr （ 1,2,l = ）。 

( ) ( )
2 2

, 0 0
, , sin

1

l
m

l m l
aB f Y d d
l

π π
θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ

+
∗= −

+ ∫ ∫ 。 

 
 

302．一半径为a 的均匀导体球，表面温度为（1） ( )1
1 cos cos

r a
u P θ ϕ

=
= ， 

（2） ( )1 cos sin cos
r a

u P θ θ ϕ
=
= ，求出球内的稳定温度分布。 

（1） ( )( ), ,
0 0

cos cos sin
l

l m
l l m l m

l m

u r P A m B mθ ϕ ϕ
∞

= =

= +∑∑ 。 

由边界条件可看出 ( ) ( )1
1, , cos cos sin cosr ru r P

a a
θ ϕ θ ϕ θ ϕ= = − 。 

（2） ( )1
2

1 cos cos
3r a

u P θ ϕ
=
= − ， 

可看出 ( ) ( )
2 2

1
2

1, , cos cos sin cos cos
3

r ru r P
a a

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

 
 

303．求解球内问题：

2 2 sin 2 cos
0

r a

u A Br
u

θ ϕ

=

⎧∇ = +⎪
⎨ =⎪⎩

。 

令 ( ) ( ) ( ) ( ), ,
0 0

, , cos sin cos
l

m
l l m l m

l m

u r P R r m S r mθ ϕ θ ϕ ϕ
∞

= =

⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑∑ ，代入方程得 

( ) ( ),2
,2

0 0

1 1 cos sin
l

l m m
l m l

l m

dRd r l l R P m
r dr dr

θ ϕ
∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∑  

       ( ) ( ),2
,2

0 0

1 1 cos cos
l

l m m
l m l

l m

dSd r l l S P m
r dr dr

θ ϕ
∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∑  



       ( ) ( )2 0 2 1
0 2

2sin 2 cos cos cos cos
3

A Br AP Br Pθ ϕ θ θ ϕ= + = − 。 

所以 ( ),2
,1 0l m

l m

dRd r l l R
dr dr
⎛ ⎞

− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
0,02 2dSd r Ar

dr dr
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
2,12 4

2,1
26
3

dSd r S Br
dr dr
⎛ ⎞

− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

其他 ( ),2
,1 0l m

l m

dSd r l l S
dr dr

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

由边界条件 ( ), 0l mR a = ， ( ), 0l mS a = 以及自然条件 ( ), 0l mR ， ( ), 0l mS 有界，解以上各常微

分方程可得 

( ), 0l mR r = ， ( ) ( )2 2
0,0 6

AS r r a= − ， ( ) ( )2 2 2
2,1

1
21

S r Br a r= − ，其他 ( ), 0l mS r = 。 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 1
2, , cos cos

6 21
A Bu r r a r a r Pθ ϕ θ ϕ= − + −  

             ( ) ( )2 2 2 2 2 sin 2 cos
6 14
A Br a r r a θ ϕ= − + − 。 

 
 
附录： 

关于 ( )m
lP x 的定义，这里采用 ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1

mm
m lm

l m

d P x
P x x

dx
= − − ， 

原习题集答案采用 ( ) ( ) ( )2 21
mm

lm
l m

d P x
P x x

dx
= − 。 

 



304．计算 Wronski 行列式 ( ),W J Jν ν− 及 ( ),W J Yν ν ，其中 ( ) 1
1 2

1 2

,
y y

W y y
y y

=
′ ′

2
。 

由 Bessel 方程，
( ) ( )

2

21 0
dJ xd x x J x

dx dx x
ν

ν
ν⎡ ⎤ ⎛ ⎞

+ − =⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

， 

( ) ( )
2

21 0
dJ xd x x J x

dx dx x
ν

ν
ν−

−

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠⎣ ⎦
。 

第一式两边乘 减去第二式两边乘( )J xν− ( )J xν 得 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
dJ x dJ xd dJ x x J x x

dx dx dx dx
ν ν

ν ν
−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
。 

继续化为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0J x J x J x J x x J x J x J x J xν ν ν ν ν ν ν ν− − − −′ ′ ′′ ′′− + −⎡ ⎤⎣ ⎦ = ， 

即 ( ) ( ) ( ) ( ){ } 0d x J x J x J x J x
dx ν ν ν ν− −′ ′− =⎡ ⎤⎣ ⎦ ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )x J x J x J x J x Cν ν ν ν− −′ ′− =⎡ ⎤⎣ ⎦ （常数）。 

由 ( ) ( )
( )

2

0

1
2 ! 1 2

k k

k

x xJ x
k k

ν

ν ν

∞

=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ， ( ) ( )

( )

2

0

1
2 ! 1 2

k k

k

x xJ x
k k

ν

ν ν

− ∞

−
=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ − + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ， 

( ) ( )( )
( )

2 1
2

0

2 1
2 2 ! 1

k
k

k
k

kxJ x x
k k

ν

ν

ν
ν

∞
−

=

+ −⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟ Γ + +⎝ ⎠
∑ ， ( ) ( )( )

( )
2 1

2
0

2 1
2 2 ! 1

k
k

k
k

kxJ x x
k k

ν

ν

ν
ν

− ∞
−

−
=

− −⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟ Γ − + +⎝ ⎠
∑  

可确定常数C 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1
C 2sinν ν ν

ν ν ν ν ν ν ν ν π
πν−

= − = = =
Γ − + Γ + Γ + Γ − + Γ + Γ − + Γ Γ −

， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2sin, CW J J J x J x J x J x
x xν ν ν ν ν ν

πν
π− − −′ ′= − = − = − ， 

( )
1cot

1 2sin, cot
1 sincot

sin

J J JJ Y J J J J
W J Y

J Y J J J J xJ J J

ν ν ν
ν ν ν ν ν ν

ν ν
ν ν ν ν ν ν

ν ν ν

πν
πν πν

πν ππν
πν

−
−

−
−

−
= = = − =

′ ′ ′ ′ ′ ′
′ ′ ′−

。 

 
 

305．利用上题结果计算下列积分：（1）
( )2

dx
xJ xν
∫ ；（2）

( )2

dx
xY xν
∫ ；（3）

( ) ( )
dx

xJ x Y xν ν
∫ ； 

（4）
( ) ( )2 2

dx
x J x Y xν ν⎡ ⎤+⎣ ⎦
∫ 。 



（1）将 ( ) ( ) ( ) ( ) 2sinJ x J x J x J x
xν ν ν ν
πν

π− −′ ′− = − 两边同乘
( )2

1
2sin J xν

π
πν

− 得 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )2 2

1
2sin 2sin

J x J x J x J x J xd
xJ x J x dx J x

ν ν ν ν ν

ν ν

π π
πν πν

− − −′ ′−
= − = −

ν

， 

所以
( )

( )
( )

( )
( )2 2sin 2sin

J x J xdx d C
xJ x J x J x

ν ν

ν ν

π π
πν πν

− −= − = − +∫ ∫
ν

 

          
( )
( )

( ) ( )
( )

cos1cot
2 sin 2 sin

J x J x J x
C C

J x J x
ν ν

ν ν

πνπ ππν
πν πν

− −⎡ ⎤ − ν′ ′= − + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

+  

          
( )
( )2

Y x
C

J x
ν

ν

π ′= + 。 

（2）由 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,W J Y J x Y x J x Y x
xν ν ν ν ν ν π

′ ′= − = 可得
( )

( )
( )2

1
2

J xd
xY x dx Y x

ν

ν ν

π
= − ， 

所以
( )

( )
( )2 2

J xdx C
xY x Y x

ν

ν ν

π
= − +∫ 。 

（3）将
2J Y J Y
xν ν ν ν π

′ ′− = 两边同乘
1

2 J Yν ν

π
得

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

1
2

Y x J x
xJ x Y x Y x J x

ν ν

ν ν ν ν

π ⎡ ⎤′ ′
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
， 

所以
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

ln
2 2

Y x J x Y xdx dx C
xJ x Y x Y x J x J x

ν ν ν

ν ν ν ν ν

π π⎡ ⎤′ ′
= − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ + 。 

（4）将
2J Y J Y
xν ν ν ν π

′ ′− = 两边同乘 2

1
2 J Y 2

ν ν

π
+

得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )22 2

1 1
2 1

Y xd
dx J xx J x Y x Y x J x

ν

νν ν ν ν

π
=

⎡ ⎤+ + ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦
，所以 

( ) ( )
( )
( )2 2

arctan
2

Y xdx C
J xx J x Y x
ν

νν ν

π
= +

⎡ ⎤+⎣ ⎦
∫ 。 

 
 
306．有很多方程经过适当的自变量或因变量变换可化为 Bessel 方程而得到他的解。例如， 

方程 ( )
2 2 221

2

1 2 0u u z u
z z

γα α γ νβγ −⎡ ⎤− −′′ ′+ + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

= 的通解为 ( ) ( )1 2c z J z c z Y zα γ α
ν νβ β+ γ

。 

试验证此结果。 

令 x zγβ= ， ，则 u z yα=



1 1 1 1du dy dy dyz y z z y z z y xz
dz dz dx dx

α α α α γ α αα α βγ α γ− − + − −= + = + = + 1− ， 

( ) ( )
2

2 1 2 1
2 1 1d u dy dy d dyz y z z z

dz dz dx dz dx
α α α γ α γα α α βγ α γ βγ− − + − + −= − + + + − +  

    ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2
21 1dy dy d yz y z z z

dx dx dx
α α γ α γ α γα α αβγ βγ α γ β γ− + − + − + −= − + + + − + 2  

( ) ( )
2

2 2 2 2
21 2 1 dy d yz y z z

dx dx
α α γα α βγ α γ β γ− + −= − + + − + 2 2α γ+ −  

( ) ( )
2

2 2 2
21 2 1 dy d yz y xz x z

dx dx
α αα α γ α γ γ− −= − + + − + 2 2α − 。 

代入方程，化简得 ( )
2

2 2 2
2 0d y dyx x x y

dx dx
ν+ + − = ， 

这是ν 阶 Bessel 方程，通解为 ( ) ( )1 2y c J x c Y xν ν= + ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2u z y c z J x c z Y x c z J z c z Y zα α α α γ α
ν ν ν νβ β= = + = + γ

。 

 
 

307．利用上题结果，解下列常微分方程：（1） 0bu az u′′ + = ；（2） ( )2 42 4 1z u zu z u′′ ′ 0− + − = ； 

（3） ；（4）3 0zu u zu′′ ′− + = 34zu u z u′′ ′ 0− + = ；（5） ( )2 2 1 4 0z u zu z u′′ ′+ − + = ； 

（6） ；（7） ；（8）一单摆在其平衡位置附近作微小振动，若 0zu u zu′′ ′− − = 2 0u z u′′ − =

摆长以等速率b 增长，而初始时摆长为 ，则其动力学方程为a ( ) 2 0a bt b gθ θ θ+ + + =�� � 。 

设 时单摆静止于0t = ( ) 00θ θ= 处，试求 ( )tθ 。 

（1）可看出，令上题中
1
2

α = ，
2

2
a

b
β =

+
， 1

2
bγ = + ，

1
2b

ν =
+

即可得该方程，因此 

1 1
2 2

1 1 2 1
2 2

2 2
2 2

b b

b b

a au c zJ z c zY z
b b

+ +

+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

（2）
3
2

α = ， 1β = ， 2γ = ，
5
4

ν = ， ( ) ( )3 2 2 3 2 2
1 5 4 2 5 4u c z J z c z Y z= + 。 

（3） 2α = ， 1β = ， 1γ = ， 2ν = ， ( ) ( )2 2
1 2 2 2u c z J z c z Y z= + 。 

（4） 1α = ， 1β = ， 2γ = ， 1 2ν = ， ( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2u c zJ z c zY z= + 。 



（5） 0α = ， iβ = ， 1γ = ， 1 2ν = ， ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2u c J iz c Y iz c I z c K z′ ′= + = + 。 

（6） 1α = ， iβ = ， 1γ = ， 1ν = ， ( ) ( )1 1 2 1u c zI z c zK z= + 。 

（7） 1 2α = ， 2iβ = ， 2γ = ， 1 2ν = ，
2 2

1 1 2 2 1 2
1 1
2 2

u c zI z c zK z⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

（8）令 ，则方程化为a bt x+ =
2

2 22 0d d gx
dx dx b
θ θ θ+ + = ，令上题

1
2

α = − ，
2 g
b

β = ， 

1 2γ = ， 1ν = 即为该方程，所以 

( ) ( )1 1 2 1 1 1 2 1
1 2 2 1 2 2c J gx c Y gx c J g a bt c Y g a bt

b b b bx a bt
θ ⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣

⎤
+ ⎥

⎦
。 

代入初始条件 ( ) 00θ θ= ， 可得 ( )0θ =� 0

1 1
0

1

1 1 1 1

2 2 2

2 2 2 22

Y ga gaY ga
b b b bc

g J ga Y ga J ga Y ga
b b b b

θ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，根据 304 题求出的 Wronski 

行列式可知 1 1 1 1
2 2 2 2 bJ ga Y ga J ga Y ga
b b b b gaπ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− ，所以 

1 0 1 1
2 2 2

2
ac Y ga gaY ga

b b b
π θ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= − +⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎟ ，还可得 

2 0 1 1
2 2 2

2
ac J ga gaJ ga

b b b
π θ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

。 

 
 

308．证明：（1） ( ) ( ) ( )0 2
1

cos 2 1 n
n

n
x J x J x

∞

=

= + −∑ ， ( ) ( )2 1
0

sin 2 1 n
n

n
x J x

∞

+
=

= −∑ 。 

（2） ；（3）( ) ( )2 2
0

1

2 1n
n

J x J x
∞

=

+ =∑ ( ) (2 1
0

2 2 1 n
n

)x n J x
∞

+
=

= +∑ ；（4） ( ) (22
2

1

2 2 n
n

)x n J x
∞

=

= ∑ 。 

（1）令 ( )1exp
2

n
n

n

x t J x t
t

∞

=−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ it e中

θ= ，则有 ( )sinix in
n

n

e J x eθ θ
∞

=−∞

= ∑ ，        （a） 

这是
sinixe θ

的 Fourior 级数表示。比较两边实部和虚部有 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1 1

cos sin cos cos cosn n
n n n

nx J x n J x J x n J x nθ θ θ
∞ ∞ −∞

=−∞ = =−

= = + +∑ ∑ ∑ θ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1 1

cos cos 1 1 cosn
n n n

n n n

J x J x n J x n J x J x nθ θ θ
∞ ∞ ∞

−
= = =

⎡ ⎤= + + = + + −⎣ ⎦∑ ∑ ∑  

( ) ( )0 2
1

2 cos 2n
n

J x J x nθ
∞

=

= + ∑ 。                                       （b） 

令 2θ π= 既可得 ( ) ( ) ( )0 2
1

cos 2 1 n
n

n

x J x J x
∞

=

= + −∑ 。 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

sin sin sin sin sinn n n
n n n

x J x n J x n J x nθ θ θ
∞ ∞ −∞

=−∞ = =−

= = +∑ ∑ ∑ θ  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

sin sin 1 1 sinn
n n n

n n n

J x n J x n J x nθ θ θ
∞ ∞ ∞

−
= = =

⎡ ⎤= − = − −⎣ ⎦∑ ∑ ∑  

( ) ( )2 1
0

2 sin 2n
n

J x n 1 θ
∞

+
=

= ∑ + 。                                        （c） 

令 2θ π= 既可得 ( ) (2 1
0

sin 2 1 n
n

n
)x J x

∞

+
=

= −∑ 。 

（2）由复 Fourior 级数的 Parseval 等式，对于（a）式有 

( ) ( ) 22 2 sin
0

1

12 1
2

ix
n

n

J x J x e d
π θ

π
θ

π

∞

−
=

+ =∑ ∫ = 。 

（3）将（a）式两边对θ 求导得 ( )sincos ix in
n

n

ix e inJ x eθ θθ
∞

=−∞

= ∑ ，             （d） 

令 0θ = 得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

n n n n
n n n n n

nx nJ x nJ x nJ x nJ x nJ
∞ ∞ −∞ ∞ ∞

−
=−∞ = =− = =

= = + = −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ x

x

 

           。 ( ) ( ) ( ) ( )2 1
1 0

1 1 2 2 1n
n n

n n

n J x n J
∞ ∞

+
= =

⎡ ⎤= − − = +⎣ ⎦∑ ∑

（4）将（d）式两边对θ 求导得 ( )sin 2 2 sin 2sin cosix ix in
n

n

x e ix e i n J x eθ θ θθ θ
∞

=−∞

− + = ∑ ， 

令 0θ = 得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2
2

1 1

1 1 2 2n
n n

n n n
nx n J x n J x n J x

∞ ∞ ∞

=−∞ = =

⎡ ⎤= = + − =⎣ ⎦∑ ∑ ∑ 。 

 



309．将函数 ( )cos sinx θ 和 (sin sinx )θ 展为 Fourior 级数。（见上题（b）（c）式） 

 

310．将函数 ( )cos cosz ϕ 展开为 z 的幂级数，逐项积分，证明： 

( ) ( )
( )

( ) 2

0

2
cos cos sin

1 2
z

J z z d
ν

π ν
ν ϕ ϕ ϕ

π ν
=

Γ + ∫  

     
( )
( )

( )( )
11 2 2

1

2
cos 1

1 2
z

z d
ν

ν
ξ ξ ξ

π ν
−

−
= −

Γ + ∫ 。 

其中
1Re
2

ν > − 。这个结果可以用来把“李萨如图形”展开成 Fourior 级数。作为一个例子， 

试将
2 2y xπ= − 在[ ],π π− 上展成 Fourior 级数。 

( ) ( )
( ) ( )2

0

1
cos cos cos

2 !

n
n

n
z z

n
ϕ ϕ

∞

=

−
=∑ ， 

( ) ( )
( )

2 2 2

0 0
0

1
cos cos sin cos sin

2 !

n
n n

n
z d z

n
π πν ν2 dϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∞

=

−
=∑∫ ∫  

        
( )
( )

( )
( )

22 2 2 2

0
0 0

1 1 1 12cos sin ,
2 ! 2 ! 2 2

n n
n n n

n n
z d z n

n n
π νϕ ϕ ϕ ν

∞ ∞

= =

− − ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑∫ Β + +  

        
( )
( ) ( )

( )
( )

2
2

0 0

1 1
1 112 2

2 ! 1 2 ! 1 2

n n n
n

n n

n
zz

n n n n

ν
π ν

ν ν

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ + Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = Γ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + + Γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

        
( )

( )
( )1 2

2
J z

z
νν

π νΓ +
= ， 

即 ( ) ( )
( )

( ) 2

0

2
cos cos sin

1 2
z

J z z d
ν

π ν
ν ϕ ϕ ϕ

π ν
=

Γ + ∫ ，再令 cosϕ ξ= 即可得 

( ) ( )
( )

( )( )
11 2 2

1

2
cos 1

1 2
z

J z z d
ν

ν

ν ξ ξ ξ
π ν

−

−
= −

Γ + ∫ 。 

2 2xπ − 是偶函数，可令
2 2 0

1

cos
2 n

n

ax a nπ
∞

=

− = +∑ x，则 2 21 cosna x nxdx
π

π
π

π −
= −∫ ， 

作代换 x πξ= ，则 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 12

1

3 2
1 cos

2n

J n J n
a n d

n n
π π π π

π ξ πξ ξ π
π−

Γ
= − = =∫ ， 



2
2 2

0
1

2
a x d

π

π
x ππ

π −
= −∫ = ，所以

( )2
12 2

1
cos

4 n

J n
x nx

n
π πππ

∞

=

− = +∑ 。 

 
 

311．证明： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1

1
2

xJ x dx x J x J x xJ x J x Cν ν ν ν νν+ +⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∫ + ，其中Re 0ν ≥ ， 

C 为积分常数。如果把式中的 Bessel 函数换成其他的柱函数，公式还成立吗？ 

Bessel 方程 ( ) ( )
2

2

1 1 0d xJ x J x
x dx xν ν

ν⎛ ⎞
′ + − =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦

⎝ ⎠
两边同乘 ( )2x J xν′ 得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 0dxJ x xJ x x J x J x
dxν ν ν νν′ ′ ′+ − =⎡ ⎤⎣ ⎦ ，两边积分得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 21 1 0
2 2

x J x x J x J x dx J x Cν ν ν νν′ ′+ −∫ + = 。                         （*） 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2dx J x J x dx x J x J x x J x dx
dxν ν ν ν ν′ ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦∫ ∫  

           ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22x J x xJ x dx x J x J x dxν ν ν ν′= − −∫ ∫ ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21
2

2x J x J x dx x J x xJ x dxν ν ν ν′ = −∫ ∫ ，该式代入（*）式得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 21 1 1
2 2 2

xJ x dx x J x x J x J x Cν ν ν νν′= + −∫ +                          （**） 

将递推公式 ( ) ( )1
d x J x x J x
dx

ν ν
ν ν

− −
+⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ 展开为 ( ) ( ) ( )1

1x J x x J x x J xν ν ν
ν ν νν − − − −

+′− + = − ， 

两边同乘
1xν + 可得 ( ) ( ) ( )1xJ x J x xJ xν ν νν +′ = − ，该式代入（**）式即得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1

1
2

xJ x dx x J x J x xJ x J x Cν ν ν ν νν+ +⎡ ⎤= + −⎣ ⎦∫ + 。 

上面计算只用到了 Bessel 方程和柱函数的递推公式，所以对其他柱函数也适用。 
 
 

312．设 iμ 是 的正零点，试证：( )nJ x ( ) ( ) ( ) ( )1

2 20

i n n i
n i n

i

J J
J x J x xdx

μ α μ
μ α

μ α
′

= −
−∫ 。然后， 

令 iα μ→ ，由此计算出积分 ( )
1 2

0 n iJ x xdxμ∫ 。 

( ) ( )
2

2 0n i
i n i

dJ xd nx x J x ( )
dx dx x

μ
μ μ

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

， ( )
2

2 0n
n

dJ xd nx x J x
dx dx x

α
α α

⎡ ⎤ ⎛ ⎞
+ − =⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

。 

第一式两边乘 ( )nJ xα 减去第二式两边乘 ( )n iJ xμ ，积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12 2

0 0

n n
i n i n n i n

dJ x dJ xd d iJ x J x xdx J x x J x x dx
dx dx dx dx

α μ
μ α μ α μ α

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪− = −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫  



        ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0

n n
n i n

dJ x dJ x
xJ x xJ x

dx dx
α μ

μ α= − i  

        ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0n i n i n n ixJ x J x xJ x J xα μ α μ α μ′ ′= −  

        ( ) ( )i n n iJ Jμ α μ′= − 。 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )1

2 20

i n n i
n i n

i

J J
J x J x xdx

μ α μ
μ α

μ α
′

= −
−∫ （ iα μ≠ ）。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

2 2

1lim lim
2 2i i

i n n i i n n i
n i

i

J J J J
J

α μ α μ

μ α μ μ α μ
μ

α μ α→ →

′ ′ ′
′= = ⎡ ⎤⎣ ⎦−

， 

即 ( ) ( )
1 2

0

1
2n i n iJ x xdx J 2μ μ′=∫ 。                                     （*） 

若令 x
a
ρ

= ，则有 ( )
2

2 2

0 2
a i

n n
aJ d J

a
μ

iρ ρ ρ μ⎛ ⎞ ′=⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 。 

 

313．设 iμ 是 的正零点，重复上题步骤，计算积分( )nJ x′ ( )
1 2

0 n iJ x xdxμ∫ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 12 2

0 00i n i n n i n i n nJ x J x xdx xJ x J x xJ x J xμ α μ α α μ α μ α μ′ ′− = −∫ i  

            ( ) ( )n i nJ Jα μ α′= ， 

( ) ( ) ( ) ( )1

2 20

n n
n i n

i

J J
J x J x xdx iα α μ

μ α
μ α
′

=
−∫ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
2 20

lim lim
2i i

n n i n n i n n
n i

i

J J J J J J
J x xdx

α μ α μ

iα α μ α μ α α μ
μ

μ α α→ →

′ ′ ′′+
= = −

−∫  

         ( ) ( )1
2 n i n iJ Jμ μ′′= − ， 

取 Bessel 方程 ( ) ( ) ( )
2

2

1 1 0n n
nJ x J x J x

x x
⎛ ⎞

′′ ′+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 中 ix μ= 可得 

( ) ( )
2

21n i n i
i

nJ Jμ μ
μ

⎛ ⎞
′′ = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以 ( ) ( )

21 2 2
20

1 1
2n i n i

i

nJ x xdx Jμ μ
μ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ 。 

若令 x
a
ρ

= ，则有 ( )
2 2

2 2
20

1
2

a i
n n

i

a nJ d J
a
μ

iρ ρ ρ μ
μ

⎛ ⎞⎛ ⎞ = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ 。 

 



314．若Re 1ν > − ，证明： ( ) ( )2 10
0

1
2

x

n
n

J t dt J xν ν

∞

+ +
=

=∑∫ 。 

由递推公式 ( ) ( ) ( )1 12J x J x J xν ν ν− +′ = − 可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 3 2 1
0

2 2 2 2
N

n N
n

J x J x J x Jν ν ν ν+ + + + + +
=

′ ′ ′ ′= + + +∑ " x  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (2 2 4 2 2 2N NJ x J x J x J x J x J xν ν ν ν ν ν+ + + + + += − + − − + + −" )

x

 

         。 ( ) ( )2 2NJ x J xν ν + += −

写出 的级数表达式( )2 2NJν + + ( ) ( )
( )

2 2

2 2
0

1
! 2 3 2

n n N

N
n

xJ x
n N n

ν

ν ν

+ + +∞

+ +
=

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + + + ⎝ ⎠
∑

2

，由 

( )zΓ 当 时的渐进公式可知z →∞ ( )2 2lim 0NN
J xν + +→∞

= ，即 ( ) ( )2 1
0

1
2 n

n

J x J xν ν

∞

+ +
=

′=∑ 。 

两边积分，由于Re 1ν > − ，故有 ( )2 1 0nJν + + 0= ，所以 ( ) ( )2 10
0

1
2

x

n
n

J t dt J xν ν

∞

+ +
=

=∑∫ 。 

 
 

315．计算下列积分：（1） ；（2）( )10

x n
nt J t dt−
+∫ ( )3

00

a
x J x dx∫ ；（3） ( )00

axe J bx dx
∞ −∫ ， 

0a > ， ；（4）0b ≥ ( )( )00

t
J x t x d−∫ x 。 

（1） ( ) ( ) ( ) ( )
10 0

0

x x nn n n
n n n n

t

J tdt J t dt t J t dt x J x
dt t

− − −
+

=

⎡ ⎤= − = − +⎣ ⎦∫ ∫ 。 

由 当 时的渐进公式( )nJ x 0x → ( ) 1
! 2

n

n
xJ x

n
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ 可知
( )

0

1
2 !

n
n

t

J t
t n

=

= n ，所以 

( ) ( )10

1
2 !

x n n
n n nt J t dt x J x

n
− −

+ = − +∫ 。 

（2） ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3 2
0 0 1 1 00 0 0 0

2
a a a aad

1x J x dx x xJ x dx x xJ x dx x J x x J x dx
dx

= = = −⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫  

            ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2
1 2 10

2 2
a

a J a x J x a J a a J a= − = − 2 。 

（3） ( ) ( )
( ) ( )

2

0 2 20 0 0
0 0

1 1
2 4! !

nn n
ax ax ax

n n

bx bxe J bx dx e dx e dx
n n

∞ ∞∞ ∞ ∞− −

= =

⎛ ⎞− ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫ ∫ −− 。 



在 x 的任一有界区域0 x M≤ ≤ 有
( ) ( )2 2

1 1
4 4! !

n n
axbx bMe

n n
−⎛ ⎞ ⎛− ≤⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
⎞
⎟
⎠

， 

级数
( )2

0

1
4!

n

n

bM
n

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 显然收敛，所以有限积分可与求和交换次序： 

( ) ( )2 20 0
0 0

1 1
4 4! !

n n
M Max n ax

n n

bx be dx x e dx
n n

∞ ∞
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑∫ ∫ −
，                  （*） 

因为
( ) ( ) ( )2 2 20 0

1 1 1
4 4 4! ! !

n n n
M Mn ax n ax n axb b b

0
x e dx x e dx x e dx

n n n

∞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ≤ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ −∫ ，右边 

积分是一个由 决定，与a M 无关的Γ函数值（有限），所以
( )2 0

0

1
4!

n
M n ax

n

b x e dx
n

∞
−

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∫ 对 

于M 是一致收敛的。（*）式两边令 ，则求极限与求和可交换顺序，即 M →∞

( ) ( )2 20 0
0 0

1 1
4 4! !

n n
ax n ax

n n

bx be dx x e dx
n n

∞ ∞∞ ∞− −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑∫ ∫  

           
( ) ( )

( )2 20
0 0

1 1 1 1 1
4 4! !

n n
n t

n n

b bt e dt n
a a a an n

∞ ∞∞ −

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑∫ +  

           4

0

1 1 1
! 4

n b
a

n

b e
a n a a

∞ −

=

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

下面关于求和与积分交换顺序合法性讨论省略。 

（4） ( )( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
12 1

0 2 22 20 0
0 0

1 1
1

! 2 ! 2

n n
t t n nn n

n n
n n

J x t x dx x t x dx t u u d
n n

∞ ∞
+

= =

− −
− = − = −∑ ∑∫ ∫ 0

n u∫  

          
( )
( )

( ) ( )
( )

2 1 2 1

2
0 0

1 1
2 1, 1 2

2 2 1 ! 2!

n nn n

n n

t tn n
nn

+ +∞ ∞

= =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Β + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ 2sin

2
t

= 。 

 
 

316．证明： ( ) ( )
1
2

1 20 2 2

nt n

n nn

tx t x J x t x dx t Jπ +

+
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫ 。 

( ) ( ) ( )
( ) ( )20 0

0

1
! 1 2

k
nt t k nk n

n k n
k

x t x J x t x dx x t x dx
k n k

∞
++

+
=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Γ + +∑∫ ∫  

     
( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

122 2 1 1 2
2

2
0 0

1 1
1, 1 2

! !2 ! 2 2 1 ! 2

k k k nk n
n

k n
k k

t n tk n k n t
k n k k k n

+ ++ +∞ ∞+

+
= =

− − ⎛ ⎞= Β + + + + = ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠
∑ ∑

!k+
+

 



     
( ) ( )

( )( )( )

121 2
2

0

1 !
2

! 2 2 1 2 2 2 2 1 3 2 1 2

k k n
n

k

n k tt
k k n k n k n

+ +∞+

=

− + ⎛ ⎞= ⎜ ⎟+ + + + − × × ⎝ ⎠
∑ "

 

     
( ) ( )

( )

121 2
2

2 2 10

1 !
2

1 1 3 1 2!2 !
2 2 2 2

k k n
n

k nk

n k tt
k n k k n k n

+ +∞+

+ +=

− + ⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎝ ⎠+ + + + − ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑
"

 

     
( )

121 12
2 2

1 2
0

1
12 4 2! 1
2

k k n
n n

nn n
k

t tt t
k n k

π π+ +∞+ +

+
=

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠Γ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 2
J 。 

 
 

317．证明： ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2
0

21
cn

c
n nx x J x dx c J cα α

α
−

+
⎛ ⎞− = Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 。 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 11 12
0 0

0

1
1 1

! ! 2

k k nn
c ck n

n
k

x x J x dx x x dx
k n k

αα
+∞

− −+

=

− ⎛ ⎞− = ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑∫ ∫ −  

       
( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2

0 0

1 1
1,

! ! 2 ! 1 2

k kk n k n

k k
k n c c

k n k k n c k
α α+ +∞ ∞

= =

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Β + + = Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ Γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ + + +

 

       ( ) ( )2 c

n cc J α
α +
⎛ ⎞= Γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

 
 
318．设 1ν > − ， ， ，证明： 0a > 0b >

（1） ( ) ( ) ( )
( )

1
3 20 2 2

2 2 3 2ax a b
e J bx x dx

a b

ν
ν

ν ν

ν

π

∞ − +
+

Γ +
=

+
∫ ； 

（2） ( )
( )

2

2 2 21 4
10 22

b
a x abe J bx x dx e

a

ν
ν

ν ν

−∞ − +
+=∫ 。 

（1） ( ) ( )
( )

2
1 2

0 0
0

1
! 1 2

n n
ax n ax

n

be J bx x dx x e dx
n n

ν
ν ν

ν ν

+∞∞ ∞− + + +

=

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠
∑∫ ∫ 2 1 −  

( )
( ) ( )

2

2 2 2
0

11 2 2 2
2 !2 1

n n

n
n

b b n
a n n a

ν

ν ν
ν

∞

+
=

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Γ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ + +  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )
( )

2

2 2 2
0

1 2 1 2 2 2 2 1 2 2 21
2 !2 1

n n

n
n

n n nb b
a n n

ν

ν

ν ν ν ν ν
ν

∞

+
=

− + + + − + Γ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

"
a

 



( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
( )

2

2 2 2
0

2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2
2 !2 1

n n

n
n

n n n nb b
a n n

ν

ν

ν ν ν ν ν ν
ν

∞

+
=

Γ − + + − + + + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

" "
a

ν  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

21 1

2 2 2
0

2 1 2 3 2 2
2 !2 1 1 2

n nn n

n
n

n nb b
a n n

ν

ν

ν ν
ν ν ν

+ +∞

+
=

Γ − Γ + + Γ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ + + Γ + Γ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑

1
a

ν
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) 22

2 2
0

2 2 1 3 2
1 2 2 !

n n

n

nb b
a n

ν

ν

ν ν
ν ν

∞

+
=

Γ − Γ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟Γ Γ + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ a

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2

2 2
0

2 2 1 1 3 2 2 3 2 3 2 3 2
!

n n

n

b n n b
n aa

ν

ν

ν ν ν ν
π

∞

+
=

− − + + − + + + Γ + ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
"

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 2

2 2
0

2 2 3 2 3 2 3 2 1 3 2 1
!

n

n

b n b
n aa

ν

ν

ν ν ν ν
π

∞

+
=

Γ + − − − − − − − − + ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
"

 

( ) ( ) ( ) ( )
3

2 2 2

22 2 2 3
0

32 2 3 2 2 2 3 2
12

n

n

b a bb b
a aa an

νν ν

ν ν

ν νν
π π

− −∞

+ +
=

⎛ ⎞Γ + Γ +− − ⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ +  

( ) ( )
( ) 3 22 2

2 2 3 2a b

a b

ν

ν

ν

π
+

Γ +
=

+
。 

（2） ( ) ( )
( )

2 2 2 2
2

1 2

0 0
0

1
! 1 2

n n
a x n a x

n

be J bx x dx x e d
n n

ν
ν ν

ν ν

+∞∞ ∞− + + + −

=

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠
∑∫ ∫ 2 1 x  

( )

2 2 2

2 2 2 0
0

1 1
2 2 ! 1 4

n
a x t

n t

n

b b t e dt
a n n a

ν
ν

ν ν

∞= ∞ + −
+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ Γ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∫  

( )

2

2
2

4
11 2 2 2 20

1
2 ! 4 2

n b
a

n

b b b e
a n a a

ν ν

νν ν

∞ −

++ +
=

⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 。 

 
 

319．证明：（1） ( )0 10

2,0 1
sin

1sin , 1

r
p J rp dp

p r
r

π
∞

−

≤ ≤⎧
⎪= ⎨

>⎪⎩
∫ ； 

（2） ( )
2

00

1 ,0 1
1

sin , 1
0, 1

r
r

pJ rp dp r
r

∞

⎧ < <⎪ −⎪⎪= ∞ =⎨
⎪ >⎪
⎪⎩

∫ ；（3） ( ) ( )0 10

1 ,

1 ,
2
0,

r a
a

J rp J ap dp r a
a
r a

∞

⎧ <⎪
⎪
⎪= =⎨
⎪

>⎪
⎪⎩

∫ 。 



（1） ( ) ( ) ( )00 0 0 0 0

sin sin 1 1 sincos sin cos sinp p pJ rp dp rp d dp d rp d
p p p

π π
θ θ θ θ

π π
∞ ∞ ∞

= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ p  

            ( )sin sin sin

0 0 0

1 sin 1 sin
2 2

irp irp irpp pd e e dp d e
p p

π πθ θθ θ
π π

∞ ∞−

−∞
= + =∫ ∫ ∫ ∫ dpθ

。 

上面的无穷积分正是
sin p

p
的 Fourier 反演，易知 ( ) 2rect sin

2
FT px

p
⎯⎯→ ，其中 

( )
11,

rect 2
0,others

x
x

⎧ <⎪= ⎨
⎪⎩

，所以上面积分
0

1 rect sin
2 2

r d
π

θ θ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ 。 

当 时，0 1r< <
1sin

2 2
r θ < ， rect sin 1

2
r θ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以原积分

2
π

= ， 

当 时，1r > 1 11 10 sin , sin
r r

θ π θ π− −< < − < < 时，rect sin 1
2
r θ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，其余 rect sin 0

2
r θ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

所以原积分
1

1

1sin 1
10 sin

1 1sin
2

r

r

d d
r

π

π
θ θ

−

−

−

−

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ 。 

关于上面交换积分次序的合法性讨论书上有。 

（2）书上已求出 ( )0 2 20

1ptJ rt e dt
p r

∞ − =
+

∫ （Re ），右边函数以 为枝点，以连 0p > ir±

接两枝点的虚轴线段为割线，规定割线右岸 ( ) ( )arg ,arg
2 2

p ir p irπ π
− = − + = ，则令 

p i→ 得 ( )
2

00

2

1 ,0 1
1

, 1
1 , 1

1

it

i r
r

J rt e dt r

r
r

∞ −

⎧− <⎪ −⎪⎪= ∞ =⎨
⎪
⎪ >
⎪ −⎩

∫

<

，取虚部即可。 

（3） ( ) ( ) ( ) ( )0 1 10 0 0

1 cos sinJ rp J ap dp J ap dp rp d
π

θ θ
π

∞ ∞
=∫ ∫ ∫  

        ( ) ( ) ( ) (1 00 0 0 0

1 1cos sin cos sind J ap rp dp d rp dJ ap
a

π π
θ θ θ θ

π π
∞ ∞

= = −∫ ∫ ∫ ∫ )。 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 000 0
cos sin cos sin sin sin sin

p

p
rp dJ ap J ap rp r rp J ap dpθ θ θ

∞ ∞→∞

=
= +∫ ∫ θ  

        00
1 sin

sin
axJ x

r θ
∞ ⎛ ⎞= − + ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ dx， 



所以 ( ) ( )0 1 00 0 0

1 1 sin
sin
aJ rp J ap dp xJ x d

a r
π

θ
π θ

∞ ∞⎡ ⎤⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦∫ ∫ ∫ 。 

由上小题结论，当 r a< 时， 1
sin
a

r θ
> ， 00

sin 0
sin
axJ x dx

r θ
∞ ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫ ， 

所以 ( ) ( )0 10 0

1 1J rp J ap dp d
a a

π
θ

π
∞

= =∫ ∫ 。 

当 时，r a>

2 2 2

00

sin ,sin
sin

sin ,sin
sin

0,sin

r a
rr a

a axJ x dx
r r

a
r

θ θ
θ

θ
θ

θ

∞

⎧ >⎪ −⎪
⎪⎛ ⎞ = ∞ =⎨⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎪
⎪ <⎪
⎩

∫ ，记
1

0 sin a
r

θ −= ， 

则 ( ) ( ) 0 0

0 0
0 1 2 2 20 0

1 sin1
sin
rJ rp J ap dp d d d

a r a

θ π θ π

θ π

θ
θ

θ θ θ
π θ

∞ −

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + − +⎢ ⎥⎜ ⎟

−⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫  

       
0 0

2 2

0 2 2 2 2 2 2

2 sin 2 sin1
2sin sin

r rd d
a ar a r a

π π

θ θ

θ π θθ θ θ
π πθ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛
= + − = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜

− −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝⎣ ⎦
∫ ∫

⎞
⎟
⎠
。 

其中
0 0

2 2

2 2 2 2 2 2 2

sin cos
sin cos
r rd d

r a r a r

π π

θ θ

θ θ θ
θ θ

− =
− − −

∫ ∫  

       

2

2

2

2

1
cos 0 0 01

12 2 2 2 21 1

1 sin
21

x y
a

x r

a
r

r dx dy y
r a r x y

θ π

=

−
=

−

−
= = =

− − −
∫ ∫ = − ， 

所以 。 ( ) ( )0 10
0J rp J ap dp

∞
=∫

当 时，r a= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02
0 1 0 0 00 0

1 1
2 2

p

p
J rp J ap dp J ap dJ ap J ap

a a
∞ ∞ =

→∞
= − = =∫ ∫

1
a
。 

 
 

320．根据 Neumann 函数 ( )Y zν 的定义 ( ) ( ) ( )cos
sin

J z J z
Y z ν ν
ν

νπ
νπ

−−
= ，证明： 

（1） ( ) ( ) ( )sin cosY z J z Y zν ν ν ( ) (νπ νπ− = + ， ) ( )2 sin cotim ime e Y z i m J zπ νπ
ν ν ννπ νπ−= +Y z ， 

( ) ( ) ( )2 sin cscim imY ze e Y z i m J zπ νπ
ν ν νπ νπ−
− −= + ν ； 

（2） ( )Y zν 的递推关系与 相同，即( )J zν ( ) ( )1
d z Y z z Y z
dz

ν ν
ν ν −⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ， 



( ) ( )1
d z Y z z Y z
dz

ν ν
ν ν

− −
+⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ 。 

（1） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2cos cos sin cos
cos

sin sin
J z J z J z J z J z

Y z ν ν ν ν
ν

νπ νπ νπ νπ
νπ

νπ νπ
− −− − −

= = ν  

          
( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos

sin sin
sin

J z J z
J z Y z J zν ν
ν ν ν

νπ
νπ νπ

νπ
−

−

−
= − − = − 。 

由 级数表达式有( )J zν ( ) ( )im imJ ze e J zπ νπ
ν ν= ，所以 

( ) ( ) ( )cot cscim im imY ze e J z e J zπ νπ νπ
ν ννπ νπ −

−= − ν ，又有 

( ) ( ) ( )cot cscim im ime Y z e J z e J zνπ νπ νπ
ν ννπ νπ− − −

−= − ν ，两式相减得 

( ) ( ) ( ) ( ) (cot 2 sin cotim im im imY ze e Y z e e J z i m J zπ νπ νπ νπ
ν ν ννπ νπ νπ− −− = − = )ν 。 

( ) ( ) ( )cot cscim im imY ze e J z e J zπ νπ ν
ν ννπ νπ−
− −= − + π

ν ， 

( ) ( ) ( )cot cscim im ime Y z e J z e J zνπ νπ νπ
ν ννπ νπ− − −
− −= − + ν ，两式相减得 

( ) ( ) ( )2 sin cscim imY ze e Y z i m J zπ νπ
ν ν νπ νπ−
− −− = ν 。 

（2） ( ) ( ) ( )cot cscd d dz Y z z J z z J z
dz dz dz

ν ν
ν ννπ νπ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

ν
ν ⎤⎦  

( ) ( )1 1cot cscz J z z J zν ν
ν ννπ νπ− −= + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1cot 1 csc 1z J z J z z Yν ν
ν νν π ν π− − += − − − =⎡ ⎤⎣ ⎦ 1 zν − 。 

( ) ( ) ( )cot cscd d dz Y z z J z z J z
dz dz dz

ν ν
ν ννπ νπ− −

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣
ν

ν
− ⎤⎦  

       ( ) ( )1 1cot cscz J z z J zν ν
ν ννπ νπ− −
+ −= − − +  

       ( ) ( ) ( ) ( ) (1 1cot 1 csc 1z J z J z zν ν
ν νν π ν π− −
+ − += − + − + = −⎡ ⎤⎣ ⎦ )1Y zν + 。 

 
 

321．设有一柱体半径为 ，高为 。与外界绝热，初始温度为a h
2

0 21u
a
ρ⎛ ⎞

−⎜
⎝ ⎠

⎟，求此柱体内温 

度分布与变化。又当时间足够长时该柱体温度应达到稳定，试求此稳定温度。 



初始温度分布与 , zϕ 无关，所以该问题与 , zϕ 无关， 0

2

0 20

1 0

0

1

a

t

u u
t

uu

u u
a

ρ
ρ

κ ρ
ρ ρ ρ

ρ

ρ

=
=

=

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− =⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠

⎪ ∂⎪ =⎨ ∂⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

有界， 。 

分离变量得本征值问题

( ) ( )

21 0

0 0

d d
d d

a

ρ λ
ρ ρ ρ

⎧ ⎛ ⎞Ρ
+ Ρ =⎪ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎨
⎪ ′Ρ Ρ⎩ 有界， =

及
2 0T Tλ κ′+ = 。 

解本征值问题得 0 0λ = ， i
i a

μλ
′

= （ iμ′是 ( )0J x′ ，即 ( )1J x 的第 i 个正零点， ）， 1, 2,i = "

( )0 0AρΡ = ， ( ) 0
i

i J
a
μρ ρ
′⎛ ⎞Ρ = ⎜

⎝ ⎠
⎟，以及 ( )

2

exp i
iT t A t

a
μκ

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

所以 ( )
2

0 0
1

, expi i
i

i
u t A A J t

a a
μ μρ ρ

∞

=

κ
⎡ ⎤′⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ， 

2

0 0 0 20
1

1i
it

i
u A A J u

a a
μ ρρ

∞

=
=

′ ⎛ ⎞⎛ ⎞= + = −⎜⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ⎟，由 313 题求出的归一化因子可定出 

2
0 0

0 2 20

2 1
2

au uA d
a a

ρ ρ ρ
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ， 

( ) ( )
2

30 0
0 02 2 2 2 2 20 0

0 0

2 2 11
a ai i

i
i i

u uA J d J d J
a J a a a J a a a

μ μρ
00

a i dμρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
μ μ

′ ′⎛ ⎞ ′⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ∫ ∫  

( ) ( )
20 0

1 12 3 20 0
0 0

2 2a ai i

i i i i

u ud dJ d J d
a J d a a J d a

μ μρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ
μ μ ρ μ μ ρ

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫  

( ) ( )
3 20 0

1 12 3 2 0
0 00 0

2 2 2
a a

ai i

i i i i

u uJ J J
a J a a J a a

μ μ
1

i dμρ ρ ρ ρ ρ
μ μ μ μ

ρ ρ
⎧ ⎫′ ′ ′⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∫  

( )
( )
( )

0 220
22 2 2 2 20

0 0

44 a ii

i i

u Ju d J d
a J d a J

μμρ ρ ρ
μ μ ρ μ μ

′′⎡ ⎤⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎢ ⎥′ ′ ′ ′⎝ ⎠⎣ ⎦
∫ ， 

递推公式 ( ) ( ) ( )1 1
2J x J x J x
xν ν ν
ν

− ++ = 中令 1, ixν μ′= = 可得 ( ) (2 0i iJ J )μ μ′ ′= − ，所以 

( )
0

2
0

4
i

i

uA
Jμ μ

= −
′ ′

，即 ( ) ( )

2
0

0 02
1 0

1, 4 exp
2

i i

i i

uu t u J t
J a a

μ μρ ρ
μ μ

∞

=

⎡ ⎤′⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ κ ， 



t →∞时 0

2
uu → 。 

 
 

322．半径为 R 的圆形膜，边缘固定，初始形状是旋转抛物面
2

20
1

t
u H

R
ρ

=

⎛ ⎞
= −⎜

⎝ ⎠
⎟，初速恒 

为 0，求解膜的自由横振动：

2
2

2

0

2

20
0

1 0

0

1 ,

R

t
t

u ua
t

u u

uu H
R t

ρ ρ

ρ
ρ ρ ρ

ρ
= =

=
=

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− =⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠

⎪ =⎨
⎪

⎛ ⎞ ∂⎪ 0= − =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎩

有界， 。 

( ) 0
1

, sin cn n
n n

n

a au t J A t B t
R R
μ μρ ρ

∞

=

⎛ ⎞ ⎡= +⎜ ⎟ ⎢⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑ nos n

R
μ ⎤

⎥（ ( )0J x 的正零点），由初始条 μ 是

件得 ，0nA =
( )

( )
( )

2
2

02 2 2 2 20
1 1

42 1
R nn

n
n n

HJHB J d
R J R R J n

μμρ ρ ρ ρ
μ μ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ，由递推关系可

得 

( ) (2 1
2

n n
n

J J )μ μ
μ

= ，所以
( )3

1

8
n

n n

HB
Jμ μ

= ， 

即 ( ) ( ) 03
1 1

1, 8 cosn n

n n n

au t H J
J R

t
R

μ μρ ρ
μ μ

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 

 
 

323．求解下列定解问题：

2

2 2

00 0

1 1 0

0, sin 2
a t

u u
t

u u u u
ρ ρ

κ ρ
ρ ρ ρ ρ ϕ

u

ϕ
= = =

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− +⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦⎨

⎪ = =⎩ 有界，

=
。 

( )
( )

( )
( ) 2

1 1

, , sin cos exp
m m

n n
m mn mn

n m

u t J A m B m
a a

μ μ tρ ϕ ρ ϕ ϕ κ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∞ ∞

= =

⎢ ⎥= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑∑ (
（

)m
nμ 是 

( )mJ x 的正零点）。由于
( )

( ) 00
1 1

sin cos sin 2
m

n
m mn mnt

n m

u J A m B m u
a

μ ρ ϕ ϕ
∞ ∞

=
= =

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑ ϕ= ， 

所以 ， 0mnB =

( )( )
( )

( )( )
( )2 2

2 10 0
2 2 22 22 2 2 20 0

2 2

2 2a an n
n

n n

u uA J d J
a aa J a J
μ μ dρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

μ μ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  



    
( ) ( )( )

( )2
2 10

12 22 0
2

2 a n

n n

u d J d
d aa J

μρ ρ ρ
ρμ μ

− ρ
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )2
20 0

1 12 2 2 22 2 0
2 2

2 4 a n
n

n n n n

u uJ J
aJ a J
μ dμ ρ ρ

μ μ μ μ

⎛ ⎞
= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ⎝ ⎠

∫  

( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )2 20 0

1 022 22 2 22
2 2

2 4 1n n
n n n n

u uJ J
J J

μ μ
μ μ μ μ

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦′ ′
 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )2 20
1 02 22 22

2

2 2 2
n n

n nn n

u J J
J

μ μ
μ μμ μ

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥

′ ⎣ ⎦
。 

递推公式 ( ) ( ) ( )1 1
2J x J x J x
xν ν ν
ν

− ++ = 中令 1ν = ，
( )2
nx μ= 可得

( )( )
( )

( )( )
2

2 2
1 02

n
n nJ Jμμ μ= ， 

( ) ( )1
d x J x x J x
dx

ν ν
ν ν −⎡ ⎤ =⎣ ⎦ 展开成 ( ) ( ) ( )1J x xJ x xJ xν ν νν −′+ = ，令 2ν = ，

( )2
nx μ= 可得 

( )( ) ( )( )
( )

( )(
2

2 2
2 1 02

n
n nJ J Jμμ μ μ′ = = )2

n ，所以 

( )
( )

( )( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )( )
2

2 20
2 02 2 22

2 2
0

2 2 2
2

2

n
n n

n nn
n n

uA J

J

μ μ μ
μ μμμ μ

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 nJ  

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

22 2
0

0 42 22
0

4 4
4

n n

n n

J
u

J

μ μ

μ μ

⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦= ， 

其余 。 0mnA =

即 ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
22 2 220

0 242 221
0

4 4
, , 4 sin 2 exp

mn n
n n

n
n n

J
u t u J

a aJ

μ μ μ μ tρ ϕ ρ
μ μ

∞

=

⎡ ⎤− +
ϕ κ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ 。 

 
 
324．一长为π ，半径为 1 的圆柱形导体，柱体侧面和其上下底的温度均保持为 0，初始时 

柱体内温度分布为 ( )sinf nzρ ，求柱体内温度变化与分布。 

( )

2

2

0 0 0

1 0

0, 0, 0, sin
a z z t

u u u
t z

u u u u u f
ρ ρ π

κ ρ
ρ ρ ρ

ρ
= = = = =

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− + =⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦⎨

⎪ = = = =⎩ 有界， nz
 



分离变量得本征值问题

( ) ( )

21 0

0 0

d d k
d d

a

ρ
ρ ρ ρ

⎧ ⎛ ⎞Ρ
+ Ρ =⎪ ⎜ ⎟

⎨ ⎝ ⎠
⎪ Ρ Ρ⎩ 有界， =

，

( ) ( )

2
2

2 0

0 0

d Z m Z
dz

Z Z π

⎧
+ =⎪

⎨
⎪ 0= =⎩ ，

以及 

( )2 2 0dT k m T
dt

κ+ + = 。 

( ) ( ) ( )2 2
0

1 1

, , sin expim i i
i m

u z t A J mz m tρ μ ρ μ κ
∞ ∞

= =

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∑∑ （ iμ 是 ( )0J x 的正零点）。 

由初始条件可得
( ) ( ) ( )

1

02 0
1

2
in i

i

A f J d
J

ρ μ ρ ρ ρ
μ

= ∫ ，其余 0imA = ，即 

( ) ( ) ( )2 2
0

1

, , sin expin i i
i

u z t A J nz n tρ μ ρ μ κ
∞

=

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∑ 。 

 
 
325．一空心圆柱，内半径为 ，外半径为b ，维持内外柱面温度为 0，又设柱体高为 ， a h

上下底绝热，初温为常数 ，求柱体内温度变化与分布：0u

00

1 0

0 0,
a b t

u u
t

u u u
ρ ρ

κ ρ
ρ ρ ρ

= = =

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− =⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎨

⎪ u= = =⎩ ，

。 

分离变量得本征值问题

( ) ( )

21 0

0, 0

d d k
d d

a b

ρ
ρ ρ ρ

⎧ ⎛ ⎞Ρ
+ Ρ =⎪ ⎜ ⎟

⎨ ⎝ ⎠
⎪ Ρ = Ρ =⎩

以及
2 0dT k T

dt
κ+ = 。 

( )ρΡ 的通解为 ( ) ( ) ( )0 0AJ k BY kρ ρ ρΡ = + ，由边界条件得
( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

0
J ka Y ka
J kb Y kb

= ， 

用 表示方程ik ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0i i i iJ k a Y k b J k b Y k a− = （所以 ( ) ( )
( ) (0

0 0
0

i
i i

i

J k a
Y k a Y k b

J k b
= )， 

( ) ( )
( ) (0

0
0

i
i

i

J k b
Y k b Y k a

J k a
= )0 i ）的正根，即为本征值，本征函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0i i i iY k a J k J k a Y kiρ ρ ρΡ = − ，可算出： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

b b b

i i i ia a a
d Y k a J k d J k a Y k diρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρΡ = −∫ ∫ ∫  

       
( ) ( ) ( ) ( )0 0

1 1
b bi i

i ia a
i i

Y k a J k a
J k Y k

k k
ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ

= =

= =
= −  



       
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

i i i i

i i i ii i

J k a J k b J k a J k ab a
Y k a Y k b Y k a Y k ak k

′ ′
= −

′ ′
 

       
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 00

0 0 0 00

i i ii

i i ii i i

J k b J k b J k a J k aJ k ab a
Y k b Y k b Y k a Y k ak J k b k

′ ′
= −

′ ′
i

i

 

       
( )
( )

( )
( )

0 0
2

0 0

2 2 2 1i i

i i i i i i i

J k a J k ab a
k J k b k b k k a k J k bπ π π

⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
， 

下面求 ( )2b

ia
dρ ρ ρΡ∫ ： 

令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0Y ka J k J ka Y kρ ρ ρ ( ) 0aΡΡ = − （显然 = ），则 

21 0d d k
d d

ρ
ρ ρ ρ

⎛ ⎞Ρ
+ Ρ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，又有

21 0i
i i

dd k
d d

ρ
ρ ρ ρ

⎛ Ρ ⎞
+ Ρ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，第一式两边乘 ( )iρ ρΡ 减去第

二式两边乘 ( )ρ ρΡ ，两边积分得 

( ) ( )
2 2 2 2

b
i

b biab i ia a
ia

i i

dd d d d
d d d d

d
k k k k

ρ ρ ρ
ρ ρρ ρ ρ ρ

ρ ρ

⎡ ⎤⎛ Ρ ⎞ ⎛ ⎞ΡΡ −Ρ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′ ′ΡΡ − Ρ Ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ΡΡ = =
− −

∫
∫  

       
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 02 2 2 2

i i
i i i i

i i

b b b bk b
Y k a J k b J k a Y k b

k k k k
′Ρ Ρ Ρ

′ ′= = −⎡ ⎤⎣ ⎦− −
 

       
( ) ( )

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0 00 0
2 2 2 2

0 00 0

2i ii i i i

i ii i i i

J k b J k bbk b J k a bk b J k a
Y k b Y k bk k J k b k k J k b k bπ

′Ρ Ρ
= − = −

′− − i

 

       
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0
2 2

0

2 i

i i

J k a Y ka J kb J ka Y kb
J k b k kπ

−
= −

−
。 

所以 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 02
2 2

0

2lim lim
i i

b b i
i ia ak k k k

i i

J k a Y ka J kb J ka Y kb
d d

J k b k k
ρ ρ ρ ρ ρ

π→ →

−
Ρ = ΡΡ = −

−∫ ∫  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 00

0

2 lim
2i

i

k k
i

J kb J ka J ka J kb
a b

Y kb Y ka Y ka Y kbJ k a
J k b kπ →

′ ′
−

′ ′
= −  

      
( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) (
( ) ( )

)0 0 0 00 0

0 0 0 00 00

0

2
2

i i ii i

i i ii ii

i i

J k a J k a J k b J k bJ k b J k a
a b

Y k a Y k a Y k b Y k bJ k a J k bJ k a
J k b kπ

′ ′
−

′ ′
= −

i

i  



      
( )
( )

2

0
2 2

0

2 1i

i i

J k a
k J k bπ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= −⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 0 0 0

1 1

, exp expi i i i i i i i i
i i

u t A k t A Y k a J k J k a Y k k tρ ρ κ ρ ρ
∞ ∞

= =

= Ρ − = − −⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∑ κ 。 

由初始条件， ( ) 0
1

i i
i

A uρ
∞

=

Ρ =∑ ，所以 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( ) ( )

0
2

0 0
0 0 022

0 00
2 2

0

2 1

2 1

ib

i i i ia
i b

i ii ia

i i

J k a
d k J k b J k b

A u u u
J k a J k bd J k a

k J k b

ρ ρ ρ π
π

ρ ρ ρ
π

⎡ ⎤
−⎢ ⎥Ρ ⎣ ⎦= = =

+⎧ ⎫Ρ ⎡ ⎤⎪ ⎪−⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
∫

。 

即 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2

0 0 0 0 0
1 0 0

, ei
i i i i i

i i i

J k b
u t u Y k a J k J k a Y k k t

J k a J k b
xpρ π ρ

∞

=

= −⎡ ⎤⎣ ⎦+∑ ρ κ− 。 

 
 

326．半径为 R 的圆形膜，边缘固定，在单位质量上受周期力（1） ( ), sinf t A tρ ω= ，（2） 

( )
2

2, 1 sinf t A
R
ρ tρ ω

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
的作用，求解膜的强迫振动，设初位移和初速度均为 0。 

( )
2

2
2

0 0
0

1 ,

0, 0, 0
R t

t

u ua f t
t

uu u u
tρ ρ

ρ ρ
ρ ρ ρ

= = =
=

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− =⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠

⎨
∂⎪ = = =⎪ ∂⎩

有界， =
。 

（1）将 ( ),u tρ 和 ( , )f tρ 按本征函数 0
nJ

R
μ ρ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

（ nμ 是 ( )0J x 的正零点）展开： 

( ) ( ) 0
1

, n
n

n

u t T t J
R
μρ ρ

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， ( ) ( ) 0
1

, n
n

n

f t f t J
R
μρ ρ

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

( ) ( ) ( )02 2 0
1 1

2 sin 2 sin
R n

n
n n

A t A

n

f t J d
R J R J

μω tρ ρ ρ ω
μ μ

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ μ

。 

代入方程得 

( ) ( ) ( )

2

0 0
1 1 1 1

2 sinn n n
n n

n n n n n

a AT t J T t J tJ
R R R J
μ μ μ

0
n

R
μρ ρ ω

μ μ

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′′ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ρ ， 



所以
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1

2 sin

0 0, 0 0

n
n n

n n

n n

a AT t T t t
R J

T T

μ ω
μ μ

⎧ ⎛ ⎞′′ + =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ ′= =⎩

， 

若不存在m 使得 ma
R
μω = ， 

可解得 ( )
( )

2
2

1

2 sin sin n
n

nn
n n

aA RT t t t
a RaJ

R

μωω
μμμ μ ω

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎝ ⎠⎛ ⎞ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

若存在 使得m ma
R
μω = ，当 时，n m≠ ( )nT t 解仍如上式，而 

( ) ( )1

1 sin cosm
m m

AT t t t t
J

ω ω
ωμ μ ω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

第一种情况 ( )
( )

0

2
1 2

1

, 2 sin sin

n

n

n nn
n n

J
aRRu t A t t

a RaJ
R

μ ρ
μωρ ω

μμμ μ ω

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= −⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎝ ⎠⎛ ⎞ −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 。 

第二种情况 ( )
( )

0

2
1 2

1

, 2 sin sin

n

n

n nn
n m n n

J
aRRu t A t t

a RaJ
R

μ ρ
μωρ ω

μμμ μ ω

∞

=
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= −⎜ ⎟⎡ ⎤ ⎝ ⎠⎛ ⎞ −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

                      
( ) 0

1

1 sin cos m

m m

A t t t J
J R

μω ω ρ
ωμ μ ω

⎛ ⎞⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

（2） ( ) ( ) 0
1

, n
n

n

u t T t J
R
μρ ρ

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， ( ) ( ) 0
1

, n
n

n

f t f t J
R
μρ ρ

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

( ) ( ) ( )
2

02 2 2 30
1 1

2 sin 81 s
R n

n
n n

A t A in
n

f t J d
R J R R J

μω ρ tρ ρ ρ ω
μ μ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ μ
。 

代入方程得
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

3
1

8 sin

0 0, 0 0

n
n n

n n

n n

a AT t T t t
R J

T T

μ ω
μ μ

⎧ ⎛ ⎞′′ + =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ ′= =⎩

 

第一种情况， ( ) ( )2 4
12

8 1 sin sin n
n n

n nn

aA RT t t t
J aa

R

μωμ ω
μ μμ ω

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

R
， 



( ) ( )
0

2 4
1 12

1, 8 sin sin

n

n
n

n n nn

J
aRRu t A t t

J aa
R

μ ρ
μωρ μ ω

μ μμ ω

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= −⎜ ⎟

⎝ ⎠⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ R
。 

第二种情况， ( ) ( ) ( )2 3
1

4 sin cosm
m m

AT t t t t
J

ω ω ω
ω μ μ

= − ， 

( ) ( )
0

2 4
1 12

1, 8 sin sin

n

n
n

n n nn
n m

J
aRRu t A t t

J aa
R

μ ρ
μωρ μ ω

μ μμ ω

∞

=
≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= −⎜ ⎟

⎝ ⎠⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ R
 

           
( ) ( ) 02 3

1

4 sin cos m

m m

A t t t J
J R

μω ω ω ρ
ω μ μ

⎛ ⎞+ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

 
 
327．求长圆柱形铀块的临界半径（见习题 11 第 205 题和习题 12 第 223 题）。 

0

1

, 0
a

u uD u
t

u u
ρ ρ

ρ α
ρ ρ ρ

= =

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎨

⎪ =⎩ 有界

。 

分离变量可得 ( )
2

0
1

, expn n
n

n
u t A J D t

a a
μ μρ ρ α

⎧ ⎫⎡ ⎤∞

=

⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ n（ μ 是 的正零

点）。可看出，只要

( )0J x

1
Da μ
α

< ，上面级数第一项趋于无穷， 1
Dμ
α

即为临界厚度。 

 
 

328．一完全柔软的均匀线，密度为 ρ ，上端（ x l= ）固定在匀速转动的轴上，下端（ ） 0x =

自由，此线相对于平衡位置作横振动，横振动方程及定解条件为 

( ) ( )

2
2

2

0

0
0

0

0

,

x x l

t
x

u ug x u
t x x

u u

uu x
t

ω

ϕ ψ

= =

=
=

⎧∂ ∂ ∂⎛ ⎞− −⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪⎪ =⎨
⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

有界，

x

=

，求 ( ),u x t 。 

令 ( ) ( ) ( ),u x t X x T t= 分离变量得 ( )
2

2 2

0

0

xX X k X

T gk Tω

′′ ′⎧ + + =⎪
⎨ ′′ + − =⎪⎩

。 



令 306 题中
10, 2 , , 0
2

kα β γ ν= = = = 可得 ( ) ( ) ( )0 02 2X x AJ k x BY k x= + ，由边界 

条件得到本征值
2

n
nk

l
μ

= （ nμ 是 ( )0J x 的正零点），本征函数 ( ) 0n n
xX x J
l

μ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

( ) ( ) 0
1

, cos sinn n n n n
n

xu x t A t B t J
l

ω ω μ
∞

=

⎛ ⎞
= + ⎜⎜

⎝ ⎠
∑ ⎟⎟，其中 2 2

4n n
g
l

ω μ ω= − 。 

令 312 题（*）式 0n = ： ( ) ( )
1 2 2

0 10

1
2i iJ x xdx Jμ μ=∫ ，作代换

tx
l

= ，则有 

(2
00

l

i
tJ dt lJ
l

)2
1 iμ μ

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ 。由初始条件可定出

( ) ( ) 02 0
1

1 l

n n
n

xA x J dx
lJ l

ϕ μ
μ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ， 

( ) ( ) 02 0
1

1 l

n n
n n

xB x J dx
l J l

ψ μ
ω μ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ 。 

 
 

329．一完全柔软的均匀线，上端（ x l= ）固定，下端（ 0x = ）自由，线的密度  maxρ =

（ ），则横振动方程及定解条件为1m > −

( ) ( )

2 2

2 2

0

0
0

0
1

0

,

x x l

t
x

u gx u ug
t m x x

u u

uu x
t

ϕ ψ

= =

=
=

⎧∂ ∂ ∂

x

− − =⎪
∂ + ∂ ∂⎪⎪ =⎨

⎪ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

有界， ，求 。 ( ,u x t )

分离变量得

( ) 2

2

1 0

0
1

xX m X k X
gT k T

m

′′ ′⎧ + + + =
⎪
⎨

′′ + =⎪ +⎩

，令 306 题中
1, 2 , ,

2 2
m k mα β γ ν= − = = = 可得 

本征值
2

n
nk

l
μ

= ，本征函数 ( ) 2
m

n m n
xX x x J
l

μ
− ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎟⎜
⎝ ⎠

n（μ 是 ( )mJ x 的正零点）。 

( ) ( )2

1

, cos sin
m

n n n n m n
n

xu x t x A t B t J
l

ω ω μ
∞−

=

⎛ ⎞
= + ⎜⎜

⎝ ⎠
∑ ⎟⎟，其中

( )2 1
n

n
g

l m
μω =

+
。 

由 312 题（*）式可得 (
1 2 2

0 m n m n
xJ dx lJ
l

)μ μ
⎛ ⎞

′=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ， 

由递推关系 ( ) ( )1
m m

m m
d x J x x J x
dx

− −
+⎡ ⎤ = −⎣ ⎦ 可得 ( ) ( )1m n m nJ Jμ μ+′ = − ， 



所以 ( )
1 2 2

10 m n m n
xJ dx lJ
l

μ μ+

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ 。 

由初始条件可得
( ) ( )2

02 0
1

1 ml

n n
m n

xA x x J d
lJ l

ϕ μ
μ+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ x ， 

( ) ( )2
02 0

1

1 ml

n n
n m n

xB x x J d
l J l

ψ μ
ω μ+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ x 。 

 
 

330．证明（1） ( ) ( ) ( ) ( )1 1iH z e H zνπ
ν ν− = ，

( ) ( ) ( ) ( )2 2iH z e H zνπ
ν ν

−
− = ； 

（2） ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1sin 1 sin
sin sin

im im mH ze H z e H zπ νπ
ν ν

νπ νπ
νπ νπ

−−
= − 2

ν ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2sin 1 sin
sin sin

im im mH ze H z e H zπ νπ
ν ν

νπ νπ
νπ νπ
+

= + 1
ν 。 

（1）利用 320 题结论。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 sin cosH z J z iY z J z i J z i Y zν ν ν ν ν ννπ νπ− − − −= + = + + ， 

( ) ( ) ( ) (1i i ie H z e J z ie Y zνπ νπ νπ
ν ν= + )ν  

         ( ) ( ) ( ) ( )cos sin cos sinJ z i J z i Y z Y zν ν ννπ νπ νπ νπ= + + − ν ， 

两式相减得
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 cos sin 0iH z e H z J z J z Y zνπ
ν ν ν ν ννπ νπ− −− = − + = 。 

同样可得
( ) ( ) ( ) ( )2 2iH z e H zνπ
ν ν

−
− = 。 

（2）
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2sin 1 sin
sin sin

im mH z e H zνπ
ν ν

νπ νπ
νπ νπ

−−
−  

      ( ) ( ) ( )cos cot sinm m J z iν ννπ νπ νπ= − + Y z⎡ ⎤⎣ ⎦  

                ( ) ( ) ( )cot sin sinm i m J z iY zν ννπ νπ νπ− − −⎡ ⎤⎣ ⎦  

      ( ) ( ) ( )2 cot sinim ime J z i e Y z i m J zνπ νπ
ν ν νπ νπ−⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ν  

      ( ) ( ) ( ) ( )1im im imJ ze iY ze H zeπ π π
ν ν ν= + = 。 

同样可得
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2sin 1 sin

sin sin
im im mH ze H z e H zπ νπ

ν ν

νπ νπ
νπ νπ
+

= + 1
ν 。 



331．若 为一正整数，证明：n ( ) ( )
1

1 2 12
n i x

n n
xJ x i e P dμ μ μ
π

−
+ −

= ∫ ，并推出 

( ) ( )1
2

1 2

2 ,
2

0, 1
nn itx

n

P t t
i e J x x dx

t
π

π
∞ −−

+−∞

⎧ <⎪= ⎨ >⎪⎩
∫

1
。 

证： ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 1
0 0! !

k k k
i x k

n n
k k

i x i xe P d P d P d
k k

μ μ
nμ μ μ μ μ

∞ ∞

− − −
= =

= =∑ ∑∫ ∫ ∫ μ μ， 

由习题 15 第 275 题结果， 

上式
( ) ( )

( )

( ) 2
2

1 1

2 2 10 0

111 ! 22 2
3! 2 2 1 ! 2 !
2

m m
m m

n n n n n n

n mm m

xx n m
i x i x

m n m m n m

∞ ∞
+ +

+ += =

⎛ ⎞− Γ⎜ ⎟− + ⎝ ⎠= =
+ + ⎛ ⎞Γ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑  

( ) ( )
12
2

1 2
0

12 2
1 2! 1
2

m m n
n n

n
m

xi i
x xm n m

π π+ +∞

+
=

− ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠Γ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ J x 。 

( ) ( )
1 1
2

1 2 1
2n itx itx i x

n ni e J x x dx e dx e Pμ dπ μ μ
∞ ∞−− −

+−∞ −∞ −
=∫ ∫ ∫  

          ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1
2i t x

n nP d e dx P t dμμ μ π μ δ μ
∞ −

− −∞ −
= =∫ ∫ ∫ μ− ， 

当 1t < 时，上式 ，当( )2 nP tπ= 1t > 时上式 0= 。 

 
 

332．一导体球，半径为 ，初温为常温 ，球面温度为 0，求球内温度变化和分布。 a 0u

2
2

00 0

1 0

, 0,
r r a t

u ur
t r r r

u u u

κ

= = =

⎧∂ ∂ ∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎨
⎪ = =⎩ 有界 u

 

分离变量得本征值问题

( ) ( )

2 2
2

1 0

0 , 0

d dRr k R
r dr dr

R R a

⎧ ⎛ ⎞ + =⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ =⎩ 有界

及
2 0T k Tκ′ + = 。 

R 的方程是零阶球 Bessel 方程，通解为 ( ) ( ) ( )0 0R r Aj kr Bn kr= + ，由边界条件可得本征 

值 n
nk

a
μ

= （ nμ 是 ( )0j x 的正零点， 1, 2,n = "），本征函数 ( ) 0
n

nR r j r
a
μ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

由于 ( )0
sin xj x

x
= ，所以 n nμ π= ， n

nk
a
π

= ， ( ) sinn
a nR r r

n r a
π

π
= 。 



所以 ( )
2

1

1, sin expn
n

a n nu r t A r t
r n a a

π π κ
π

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ， 

由初始条件， 0

1

1 sinn
n

unA r
n a a

ππ∞

=

=∑ r ，所以 ( ) 10
02 0

2 sin 2 1
a n

n
n u nA r rdr u
a a
π π += =∫ − ， 

即 ( ) ( ) 1 2
0

1

12, sin exp
n

n

u a n nu r t r t
r n a a

π π κ
π

+∞

=

⎡ ⎤− ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 。 

 
 
333．确定球形铀块的临界半径（见习题 11 第 205 题和习题 12 第 223 题）。 

2
2

0

1

, 0
r r a

u uD r
t r r r

u u

uα

= =

⎧∂ ∂ ∂⎛ ⎞= +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎨
⎪ =⎩ 有界

 

分离变量可得 ( )
2

0
1

, expn
n

n nu r t A j r D t
a a
π π α

∞

=

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ，可得临界厚度为
Dπ
α

。 

 
 

334．定义： ( ) ( ) ( )
2sin

K z I z I zν ν ν
π
νπ −= −⎡ ⎤⎣ ⎦，试证明： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

12 2

22 2

, arg
2 2

, arg
2 2

i i

i i

ie H ze z
K z

ie H ze z

νπ π
ν

ν
νπ π

ν

π ππ

π π π− −

⎧ − < ≤⎪⎪= ⎨
⎪− −
⎪⎩

< <
。 

arg
2

z ππ− < ≤ 时， 2arg
2

ize ππ π− < ≤ ， 

( ) ( ) ( ) ( )12 2 2 2i i i i ie H ze e J ze iY zeνπ π νπ π π
ν ν ν

⎡ ⎤= +⎣ ⎦
2  

      ( ) ( ) ( )2 2 2cot csci i i ie J ze i J ze i J zeνπ π π π
ν ν ννπ νπ −

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦
2  

      ( ) ( ) ( )2 2 21 cot csci i ie i e I z i e Iνπ νπ νπ
ν ννπ νπ −

−⎡ ⎤= + −⎣ ⎦z  

      ( ) ( ) ( )1 cot cscii e I z i Iνπ
ν ννπ νπ −= + − z  

      ( ) ( ) ( )2csci I z I z iKν ν ννπ
π−= − = −⎡ ⎤⎣ ⎦ z 。 

同样可得 arg
2

zπ π− < < 时， ( ) ( ) ( )22 2

2
i iK z ie H zeνπ π

ν ν
π − −= − 。 

 
 



335．证明：（1）
1

2 22
0 2 20

1 1 1sin
2 2

ax
e bxI ax dx b a

b a b

∞ − ⎛ ⎞ b= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠ +

∫ ， 

1
2

0 2 20 2 2

1 1 1cos
2 2

ax ae bxI ax dx
b a b b a b

∞ − ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ + + +

∫ ，其中 ； 0, 0a b> >

（2） ( ) ( )0 0 2 20

1J ax K bx xdx
a b

∞
=

+
∫ ， 。 0,Re 0a b> >

（1） ( ) ( ) cos
0 0

1
2

xI x J ix e d
π θ

π
θ

π
−

−
= = ∫ （见附录）， 

1 1 1 cos2 2 2
00 0

1 1
2 2

a ib x a ib x ax
e I ax dx e e d dx

π θ

π
θ

π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − +∞ ∞ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

       
( )1 1 cos

2

0

1 1
22 1 cos

x a ib dd e dx ba i
a

θπ π

π π

θθ
π π θ

⎡ ⎤− + +∞ ⎢ ⎥⎣ ⎦

− −
= =

+ +
∫ ∫ ∫  

       
tan

2

2 20 0

2

2 4 1
2 1 2 1cos 1 1

1

xd d
b x ba ai ia

x
x

x a

θ
π θ

π πθ

=
∞

= =
− ++ + + +
+

∫ ∫  

       
0 2

2

1

dx
ab i x i
b

π
∞

=
+ −

∫ ，                                            （*） 

设 1 ai
b

− + 的平方根为 iξ η+ ，即 ( )2 1 ai i
b

ξ η+ = − + ，则
2 2 1ξ η− = − ， 2 a

b
ξη = ，解得 

2 2
1 1

2 2

1 1
2 2
ai i b a
b bb a b

ξ η+ = + + +
+ +

1 1ib ，另一根为 ξ− η− ， 

（*）式
( )( ) ( )

1 1

1 12 2
1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1res
z i

i i
b i z i z i b i b

ξ η

π ξ η
π ξ η ξ η ξ η ξ η

= +

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥− − + + + +⎣ ⎦

= −  

       2 2

2 2 2 2

1 1 1
2 2
a i b a b
b ba b b a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

+ + 。 

取实部和虚部即可得欲证两式。 

（2）由 337 题 ( )0K x 的积分表示， 

( ) ( ) ( ) ( )ch ch
0 0 0 00 0 0 0 0

bx t bx tJ ax K bx xdx J ax xdx e dt dt e J ax xdx
∞ ∞ ∞ ∞ ∞− −= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ， 

由 318（1）题， ( )
( )0 3 20 2 2 2

ch

ch
bxcht b te J ax xdx

b t a

∞ − =
+

∫ ， 



所以 ( ) ( )
( ) ( )0 0 3 2 3 20 0 02 2 2 2 2 2 2

ch sh

ch sh

t dJ ax K bx xdx b dt b
b t a a b b t

∞ ∞ ∞
= =

+ + +
∫ ∫ ∫

t
 

      
( ) ( )3 2 3 2 3 22 20 022 2 2

2
2 2

1

11

b dx
a bba b yx

a b

∞ ∞
= =

+⎛ ⎞+ ++⎜ ⎟+⎝ ⎠

∫ ∫
dy

 

      
tan 2

2 2 20

1 1cos
y

d
a b a b

θ π
θ θ

=

= =
+ +∫ 2 。 

 
 

336．高为 ，半径为 的圆柱体，上下底保持温度为 0，而柱面温度为h a 0
2sinu z
h
π

，求柱 

体内的稳定温度分布。

2

2

0

00

1 0

0, 0

2sin

z z h

a

u u
z

u u

u u u
hρ ρ

ρ
ρ ρ ρ

zπ
= =

= =

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
+ =⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪

⎪ = =⎨
⎪
⎪ = =
⎪⎩

有界，

 

分离变量得本征值问题 及
( ) ( )

2 0
0 0,

Z k Z
Z Z h
′′⎧ + =⎪

⎨
= =⎪⎩ 0

21 0d d k
d d

ρ
ρ ρ ρ

⎛ ⎞Ρ
− Ρ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

解得本征值 n
nk
h
π

= ，本征函数 ( ) sinn
nZ z z
h
π

= （ 1,2,n = "）， ( ) 0n
nI
h
πρ ρ⎛ ⎞Ρ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
。 

( ) 0
1

, sinn
n

n nu z A I z
h h
π πρ ρ

∞

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 。 0 0
1

2sin sinna
n

n a nu A I z u z
h h hρ

π π π∞

=
=

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ， 

所以 0
2

0
2
uA

aI
h
π

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其余 ，即0nA = ( ) 0
0

0

2 2, s
2
uu z I

a h hI
h

in zπ πρ ρ
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

 
 

337．证明： ( ) ch
0 0

x tK x e d
∞ −= ∫ 0x >t （ ）满足零阶虚宗量 Bessel 方程，由此证明当 x 很 

大时， 的渐近形式为( )0K x xA e
x

−
，定出常数 A。 

( ) ( ) ( ) ( )2 ch ch
0 0 0 0 0

ch 1 chx t x txK x K x xK x x t e dt te dt
∞ ∞− −′′ ′+ − = − −∫ ∫  

2 ch ch 2 ch ch 2 ch

00 0 0 0
sh sh sh sh sh 0

tx t x t x t x t x t

t
x te dt e d t x te dt te x te dt

∞ ∞ ∞ ∞→∞− − − − −

=
= − = − − =∫ ∫ ∫ ∫



即 ( ) ch
0 0

x tK x e
∞ −= ∫ dt

t

满足零阶虚宗量 Bessel 方程。 

作代换 ，即chu = ( )2ln 1t u u= + − ， 

则 ( )
( )1

ch
0 2 20 1 01 2

xu x yx u y
x t e e eK x e dt du dy

xu yy
x

− − −− =∞ ∞ ∞−= = =
−

+
∫ ∫ ∫ ， 

令积分式中 x →∞有 ( )
2

2

0 0 0
2

22

x y xy t
te e e eK x dy e dt

x

x y x
π

x

− − −=∞ ∞ −→ = =∫ ∫
−

。 

 
 

338．假定零阶虚宗量Bessel方程
1 0y y y
x

′′ ′+ − = 的形式解为
0

x k
k

k

y e x a xλ ρ
∞

− −

=
∑∼ ， ， 0 0a ≠

试求出此方程的两个形式解
( ) ( )

2 2 2

1 1 2
1 1 31

1 8 2! 8

xey c
xx x

⎡ ⎤⋅
+ + +⎢ ⎥

⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
∼ " ， 

( ) ( )

2 2 2

2 2 2
1 1 31

1 8 2! 8

xey c
xx x

− ⎡ ⎤⋅
− + − +⎢ ⎥

⋅⎢ ⎥⎣ ⎦
∼ " 。如果取 1

1
2

c
π

= ， 2 2
c π
= ，这正好就是 

( )0I x 和 在( )0K x x →∞时的渐进展开。 

将
0

x k
k

k

y e x a xλ ρ
∞

−

=

= ∑ −

0k
k

− =

代入方程可得 

( ) ( ) ( )22
1 2

0 1 2

1 2 2 3 2k k
k k

k k k

a x k a x k a xλ λ ρ ρ
∞ ∞ ∞

− −
− −

= = =

− − + − + + −∑ ∑ ∑ 。 

由常数项为零可得 ，由
2 1 0λ − = 1x−

项系数为零可得
1
2

ρ = ， 

取 1λ = 可得递推关系 

( ) ( )
2 2 2 2

2 2

1 0 3

1 1 1 11 2 1 2 3 12 2 2 2
2 2 2 2 2 2 !k k k

k k k k k
a a a

k k k k−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =
−

"
" 0a ， 

即
( ) ( )2 2

1 0 3
1

2 1 2 3 1
1

2 !

x
k

k
k

k key a x
kx

∞
−

=

⎡ ⎤− −
+⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

"
∼ 。 

可得 ( ) ( ) ( )
2

2 2

1 03

1
2 1 2 3 12 1

2 2
k

k k k

k k k
a a

k k−

⎛ ⎞−⎜ ⎟ − −⎝ ⎠= − = −
"

!
a  1λ = −取



即 ( ) ( ) ( )2 2

1 0 3
1

2 1 2 3 1
1 1

2 !

x
k k

k
k

k key a x
kx

− ∞
−

=

⎡ ⎤− −
+ −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

"
∼ 。 

 
 
附录： 

令 ( )1exp
2

n
n

n

x t J x t
t

∞

=−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ie中 t i θ= e得 ( )cosix n in

n
n

e i J xθ θ
∞

=−∞

= ∑ ，所以 

( ) ( )cos1
2

i x n
n nJ x e d

i
π θ θ

π
θ

π
−

−
= ∫ ， 

将 x 换成 得ix ( ) ( ) cos1
2

n
x in

nI x e
π θ θ

π
dθ

π
− −

−

−
= ∫ 。 

书上已得 ( ) ( )sin1
2

i x n
nJ x e d

π θ θ

π
θ

π
−

−
= ∫ ，所以 ( ) sin1

2
x in

n nI x e
i

π θ θ

π
dθ

π
− −

−
= ∫ 。 



339．圆内 Laplace 方程第一边值问题的 Green 函数
( ) ( )

( )

2

0

1,

, 0
r a

G

G

δ
ε

=

⎧ ′ ′∇ = − −⎪
⎨
⎪ ′ =⎩

r r r r

r r
是 

( ) 1
0 0 0

1 1 1, ln ln ln
2 2 2

aG R R
rπε πε πε

′ = − + −
′

r r 。其中
2 2 2 cosR r r rr θ′ ′ ′= − = + −r r ， 

2 2
1 1 1 12 cosR r r rr θ= − = + −r r ，θ 是 r 与 ′r 的夹角，

2

1
a
r

⎛ ⎞ ′= ⎜ ⎟′⎝ ⎠
r r ，a 是圆半径。试证

明圆内定解问题
( )

( ) ( )

2 0

r a

u

u f ϕ
=

⎧∇ =⎪
⎨

=⎪⎩

r

r
的解可表为 ( ) ( ) ( )

( )

2 2
2

2 20

1,
2 2 cos

a r f d
u r

a r ar
π ϕ ϕ

ϕ
π ϕ ϕ

′ ′−
=

′+ − −∫ 。 

4 2

3 2

2 2
0 0 1 0

cos1 cos 1 1
2 2 2

a ra
G r r r r
r R R r

θθ
πε πε πε

− +′∂ − ′ ′= − + +
′ ′∂

， 

2 2

2 2 2 2
0 0 0

1 cos 1 1
2 cos 2 2 2 cosr a

G a r r a
r r a ar a a r a ar

θ
πε θ πε πε θ′=

∂ − −
= − + =

′∂ + − + −
。 

将 ( )2 0u∇ =r 两边乘 ( ),G ′r r 得 ( ) ( )2, 0G u′ ∇ =r r r ，                         （a） 

将 ( ) ( )2

0

1,G δ
ε

′ ′∇ = − −r r r r 两边乘 ( )u r 得 ( ) ( ) ( ) ( )2

0

1,u G u δ
ε

′ ′ ′∇ = − −r r r r r r 。  （b） 

（a）−（b），两边在圆域内积分得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0

1, ,
S

G u u G dS u
ε

′ ′ ′⎡ ⎤∇ − ∇ =⎣ ⎦∫∫ r r r r r r r ， 

由 Green 公式得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,
,

C

u G
u G u dl

r r
ε

′∂ ∂⎡ ⎤
′ ′= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∫
r r r

r r r r ，其中C 是圆周 r a= 。 

交换 , ′r r 有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

0 2 20 0

, 1,
2 2 cos

r a

a r f dG
u r u ad

r r a ar
π π ϕ ϕ

ϕ ε ϕ
π θ

′=

′ ′−′∂
′ ′= − =

′∂ + −∫ ∫
r r

r  

( ) ( )
( )

2 2
2

2 20

1
2 2 cos

a r f d
a r ar

π ϕ ϕ

π ϕ ϕ

′ ′−
=

′+ − −∫ 。 

 
 
340．（1）用电像法求出球内 Laplace 方程第一边值问题的 Green 函数 

( ) ( )

( )

2

0

1,

, 0
r a

G

G

δ
ε

=

⎧ ′ ′∇ = − −⎪
⎨
⎪ ′ =⎩

r r r r

r r
； 



（2）求出边界面（球面 r a= ）上各点的感应电荷密度 ( ),σ θ ϕ ； 

（3）证明像电荷和感应电荷在球内完全等效； 

（4）证明球内 Laplace 方程第一边值问题
( )

2 0
,

r a

u
u f θ ϕ

=

⎧∇ =⎪
⎨

=⎪⎩
的解是 

( ) ( ) ( )
( )

2 2
2

3 20 0 2 2

,
, , sin

4 2 cos

a r fau r d d
r a ar

π π θ ϕ
θ ϕ θ θ ϕ

π ψ

′ ′−
′ ′ ′=

+ −
∫ ∫ ，其中ψ 是 ( ), ,r θ ϕr 与 

( ), ,r θ ϕ′ ′ ′ ′r 的夹角， ( )cos cos cos sin sin cosψ θ θ θ θ ϕ ϕ′ ′ ′= + − 。 

（1）如下图， ′r 处有电荷 1q′ = ，由对称性，像电荷应放置在 ′r 的延长线 1r 处，带电量 1q ，  

 

则 r 处电势为 ( ) 1 1

0 1 0 1

1 1 1,
4 4

q qqG
R Rπε πε

⎛ ⎞⎛ ⎞′
′ = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

r r
r r r r

 

        1
2 2 2 2

0 1 1

1 1
4 2 cos 2 cos

q
r r rr r r rrπε ψ ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟′ ′+ − + −⎝ ⎠

。 

1
2 2 2 2

0 1 1

1 1
4 2 cos 2 cosr a

qG
a r ar a r arπε ψ ψ=

⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟′ ′+ − + −⎝ ⎠

 

     1
2 2

0

1
1 1

1 1
4

1 2 cos 1 2 cos

q

r r a aa ra a r r

πε
ψ ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= +⎜ ⎟
⎜ ⎟′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

     ( ) ( )1

0 00 1 1

1 1 cos cos 0
4

ll

l l
l l

qr aP P
a a r r

ψ ψ
πε

∞ ∞

= =

⎡ ⎤⎛ ⎞′⎛ ⎞⎢ ⎥= + =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ ， 

所以有 1

1 1

1 0
ll qr a

a a r r
⎛ ⎞′⎛ ⎞ + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，即 1 1

1 2

lr r rq
a a

′⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。可看出 1
2

lr r
a
′⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

的值与 l 无关，那么只有 

1
2 1r r

a
′
= ，即

2

1
ar
r

=
′
， 1

aq
r

= −
′
，所以 



( )
2 2 4 2

0 2
2

1 1 1,
4 2 cos 2 cos

aG
rr r rr a ar r

r r
πε ψ ψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟′ = −

′⎜ ⎟′ ′+ −
+ −⎜ ⎟′ ′⎝ ⎠

r r 。 

其中 cos
rr

ψ
′⋅

=
′

r r
 

( ) ( )sin cos sin sin cos sin cos sin sin cosr r r r r r
rr

θ ϕ θ ϕ θ θ ϕ θ ϕ θ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + ⋅ + +
=

′
i j k i j k

 

sin cos sin cos sin sin sin sin cos cosθ ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ θ′ ′ ′ ′ ′= + +  

( )cos cos sin sin cosθ θ θ θ ϕ ϕ′ ′ ′= + − 。 

（2）由电场边界条件， ( )ˆ
r a r a

σ+ −= =
⋅ − =r D D 。由于 ( ), 0

r a
G

=
′ =r r ，可将边界球面看 

作接地的导体球，即 0
r a+=

=D ，又由于 0 0ˆ r r
GD E
r

ε ε ∂
⋅ = = = −

∂
r D ，所以 0

r a

G
r

σ ε
−=

∂
=

∂
 

( )
( )

( )

2

2 2

3 2 3 2 3 22 22 2 2 2 4 3

1cos1 cos 1
4 42 cos 2 cos

1 2 cos

r
a ar a ra r a

aa r ar a r a a r r r
a a

ψψ
π πψ ψ

ψ

′⎛ ⎞−⎡ ⎤ ⎜ ⎟′ ′−′− + ⎝ ⎠⎢ ⎥= + =−
⎢ ⎥′ ′ ′ ′ ⎡ ⎤+ − + − ′ ′⎛ ⎞⎣ ⎦ + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

取 ′r 方向为 z 方向，即 0θ ′ = ，则 cos cosψ θ= ，所以 

( ) ( )

2 2

3 22 22 0

1 1
1 1, cos

4 4
1 2 cos

l

l
l

r r
ra a Pra a ar r

aa a

σ θ ϕ θ
π π

θ

∞

=

′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ′= − = − ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎡ ⎤′ ′⎛ ⎞− +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ 。 

（3）感应电荷在球内产生的电场为（γ 为球面上点 ( ), ,a θ ϕ′ ′ 与球内点 ( ), ,r θ ϕ 的夹角， 

( )cos cos cos sin sin cosγ θ θ θ θ ϕ ϕ′ ′ ′= + − 。）： 

( ) ( )2 2

2 20 0
0

,1, , sin
4 2 cos

G r a d d
a r ar

π π

σ

σ θ ϕ
θ ϕ θ θ ϕ

πε γ

′ ′
′ ′ ′=

+ −
∫ ∫  

( )2

20 0
0

,
sin

4
1 2 cos

a d d
r r
a a

π π σ θ ϕ
θ θ ϕ

πε
γ

′ ′
′ ′ ′=

⎛ ⎞− + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

( ) ( )
2

0 0
00

, cos sin
4

l

l
l

a rP d d
a

π π
σ θ ϕ γ θ θ ϕ

πε

∞

=

⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ′= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∫ ∫  



    ( ) ( )

2

2

0 0
0 00

1
1 1 cos cos sin

4 4

l l

l l
l l

r
r ra P P d dra a a

a

π π
θ γ θ θ ϕ

πε π

∞ ∞

= =

′⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ′ ′ ′ ′ ′= − ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑∫ ∫  

( ) ( )

2

2

0 0
0 00

1
1 1 cos cos sin

4 4

l k

k l
l k

r
r ra P P d dra a a

a

π π
θ γ θ θ ϕ

πε π

∞ ∞

= =

′⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ′ ′ ′ ′ ′= − ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∫ ∫ 。 

有 Legendre 多项式的加法公式： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

!
cos cos cos 2 cos cos

!

l
imm m

l l l l l
m

l m
P P P P P e

l m
ϕ ϕγ θ θ θ θ ′−

=

−
′ ′= +

+∑ 。 

（见王竹溪，郭敦仁《特殊函数概论》5.14 节）所以， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0
cos cos sin 2 cos cos cos sink l l k lP P d d P P P d

π π π
θ γ θ θ ϕ π θ θ θ θ θ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′=∫ ∫ ∫  

        
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0
1

!
2 cos cos cos sin

!

l
imm m

l k l
m

l m
P P P d e d

l m
π π ϕ ϕθ θ θ θ θ ϕ′−

=

−
′ ′ ′ ′ ′ ′+

+∑ ∫ ∫  

   ( ) ( ) ( )
1

1
2 cosl k lP P x P x dxπ θ

−
′= ∫ 。 

由习题 15 第 283 题结论， ( ) ( )
1

1

2, 2 1
0,othersk l

k l n
P x P x dx

−

= + +⎧′ = ⎨
⎩

∫ （ 0,1,n = ）， 

即 2 1k l n= + + 时， ( ) ( ) ( )
2

0 0
cos cos sin 4 cosk l lP P d d P

π π
θ γ θ θ ϕ π θ′ ′ ′ ′ ′ =∫ ∫ ，其他情况该 

积分都为 0，所以 

( )

2

2 1

2 2 2
0 00 0

4 2

1
1 1 1 1cos

4 4
1 2 cos

l n

l
l n

r
rr raG Pr a a a r r rraa a a

σ θ
πε πε

θ

+∞ ∞

= =

′⎛ ⎞−⎜ ⎟ ′ ′⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ′ ′
+ −

∑ ∑  

   
4 2

0 0 12
2

1 1 1 1
4 4

2 cos

a a
r ra ar r

r r
πε πε

θ
= − = −

′ ′ −
+ −

′ ′
r r

 

即与像电荷产生电势相等。 

（4）
( )

( )

2 3

3 2 3 24 22 2
0 2

2

cos, 1 cos
4 2 cos 2 cos

r aa rG r r r r
r a ar r rr r r

r r

ψ
ψ

πε ψ ψ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥−⎜ ⎟ ⎜ ⎟′∂ ′ − ′ ′⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠= − −⎢ ⎥′∂ ′ ′ ⎛ ⎞+ −⎢ ⎥+ −⎜ ⎟′ ′⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

r r
， 



( )
( )

2 2

3 22 2
0

, 1
4 2 cosr a

G r a
r a a r arπε ψ′=

′∂ −
=

′∂ + −

r r
。 

由 ( )2 0u∇ =r 和 ( ) ( )2

0

1,G δ
ε

′ ′∇ = − −r r r r 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 , ,

V

u G u u G dVε ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤= ∇ − ∇⎣ ⎦∫∫∫r r r r r r r  

     ( ) ( ) ( ) ( )
0

,
,

S

u G
G u dS

n n
ε

′ ′∂ ∂⎡ ⎤
′ ′= −⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦

∫∫
r r r

r r r  

     ( ) ( )2 2
0 0 0

,
, sin

r a

G
f a d d

r
π π

ε θ ϕ θ θ ϕ
′=

′∂
′ ′ ′ ′ ′= −

′∂∫ ∫
r r

 

     
( ) ( )

( )

2 2
2

3 20 0 2 2

,
sin

4 2 cos

a r fa d d
r a ar

π π θ ϕ
θ θ ϕ

π ψ

′ ′−
′ ′ ′=

+ −
∫ ∫ 。 

 
 

341．证明互易定理：若Φ是由V 中体电荷密度 ρ 及面Σ（V 的边界面）上面点荷密度σ 产 

生的静电势， ′Φ 是由体电荷密度 ρ′及面点荷密度σ ′产生的静电势，则 

V V
dV dS dV dSρ σ ρ σ

Σ Σ
′ ′ ′ ′Φ + Φ = Φ + Φ∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫ ∫∫ 。 

在V 内有
2

0

1 ρ
ε

∇ Φ = − ，
2

0

1 ρ
ε

′ ′∇ Φ = − 。第一式两边乘 ′Φ 减去第二式两边乘Φ得 

( )2 2

0 0

1 1
V V V

dV dV dVρ ρ
ε ε

′ ′ ′ ′Φ − Φ = Φ ∇ Φ−Φ∇ Φ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫  

         ( )n ndS E E dS
n nΣ Σ

′∂Φ ∂Φ⎛ ⎞′ ′ ′= Φ −Φ = − Φ −Φ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫∫ ∫∫ ， 

上面 nE 表示电场法向分量，由电场边界条件
0

nE σ
ε

= − ，
0

nE σ
ε
′

′ = − （V 外电场为 0）得 

( )
0 0 0

1 1 1
V V

dV dV dSρ ρ σ σ
ε ε ε Σ

′ ′ ′ ′Φ − Φ = Φ − Φ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫ ，即 

V V
dV dS dV dSρ σ ρ σ

Σ Σ
′ ′ ′ ′Φ + Φ = Φ + Φ∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫ ∫∫ 。 

 
 



342．用 Fourier 变换法求三维无界空间 Helmholtz 方程的 Green 函数 

( ) ( ) ( )2 2

0

1,k G δ
ε

′ ′∇ + = − −r r r r 。 

记 x y zk k k′ ′ ′ ′= + +k i j k ，
2 2 2 2

x y zk k k k′ ′ ′ ′= + + ，三维 Fourier 变换和反变换为： 

( ) ( ) ( ), , expG G i d′ ′ ′ ′= − ⋅∫∫∫k r r r k r r  

        ( ) ( ), exp x y zG i k x k y k z dxdydz
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞
⎡ ⎤′ ′ ′ ′= − + +⎣ ⎦∫ ∫ ∫ r r ； 

( )
( )

( ) ( )3

1, , exp
2

G G i d
π

′ ′ ′ ′ ′= ⋅∫∫∫r r k r k r k  

        
( )

( ) ( )3

1 , exp
2

x y z x y zG i k x k y k z dk dk dk
π

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + +⎣ ⎦∫ ∫ ∫ k r 。 

方程 ( ) ( ) ( )2 2

0

1,k G δ
ε

′ ′∇ + = − −r r r r 两边对 r 作三维 Fourier 变换得 

( ) ( ) ( )2 2

0

1, expk k G i
ε

′ ′ ′ ′ ′− + = − − ⋅k r k r ，所以 ( ) ( )
2 2

0

exp1,
i

G
k kε

′ ′− ⋅
′ ′ =

′ −
k r

k r ， 

取 Fourier 反变换得 ( )
( )

( )
3 2 2

0

exp1,
2

i
G d

k kπ ε

′ ′⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦′ ′=
′ −∫∫∫
k r r

r r k  

可看出 ( ),G ′r r 只是 ′−r r 的函数，可令 ′= −R r r ，在 ′k 空间中以 R 方向为 z 方向建立球 

坐标系 ( ), ,k θ ϕ′ 计算这个积分： 

( )
( )

( )2 2
3 2 20 0 0

0

exp cos1, sin
2

ik R
G k dk d d

k k
π π θ

θ θ ϕ
π ε

∞ ′
′ ′ ′=

′ −∫ ∫ ∫r r  

      
( )

2
cos

2 2 20 0
0

1 sin
2

ik Rk dk e d
k k

π θ θ θ
π ε

∞ ′′
′=

′ −∫ ∫  

      
( )

( )
( )2 22 2 2 20

0 0

1 1 v.p.
2 2

ik R
ik R ik Rk k ee e dk dk

k k k kiR iRπ ε π ε

′∞ ∞′ ′−

−∞

′ ′
′ ′= − =

′ ′− −∫ ∫  

      
( ) ( )2 220

0

1 lim v.p.
2

ik Rk e dk
iR k k iηπ ε η+

∞ ′

−∞→

′
′=

′ − +∫ 。 

用留数定理可算出 



( ) ( )2 22 2
v.p. 2 res

izR
ik R R ikR

z k i

k zee dk i ie e
k k i z k i

η

η

π π
η η

∞ ′ −

−∞
= +

⎡ ⎤′
′ = =⎢ ⎥

′ − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ， 

所以 ( )
0

1,
4

ikReG
Rπε

′ =r r 。 

 
 
343．一无穷长弦，t t′= 时其 x x′= 处受到瞬时的打击，冲量为 I 。试求解弦的横振动，设

初位移和初速度都为 0。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2

2 2

0
0

, ; , , ; ,

, ; ,
, ; , , ; , 0, 0

x t
t

G x t x t G x t x t Ia x x t t
t x

G x t x t
G x t x t G x t x t

t

δ δ
ρ

→±∞ =
=

′ ′ ′ ′⎧ ∂ ∂
′ ′− = − −⎪ ∂ ∂⎪

⎨ ′ ′∂⎪ ′ ′ ′ ′ = =⎪ ∂⎩
有界,

， 

方程两边对变量 t 作 Laplace 变换得 

( ) ( ) ( )

( )

22

2 2

, ; ,
, ; ,

, ; ,

pt

x

G x p x t p IG x p x t e x x
x a a

G x p x t

δ
ρ

′−

→±∞

⎧ ′ ′∂ ⎛ ⎞ ′ ′ ′− = − −⎪ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎨
⎪ ′ ′⎩ 有界

，可限定Re 0p > 。 

方程两边对 x 在区间[ ],x xε ε′ ′− + 上积分，并令 0ε +→ 得 

2
0 0

pt

x x x x

G G I e
x x aρ

′−

′ ′= + = −

∂ ∂
− = −

∂ ∂
，另外还有连续条件

0 0x x x x
G G

′ ′= + = −
= （若G 在 x x′= 点 

不连续，方程右边必出现 ( )x xδ ′ ′− 项）。 

在 x x′≠ 点，方程为齐次方程，因此，上面的问题即为带连接边界条件的定解问题： 

22
1

12

1

0,

0
x

G p G x x
x a

G
→−∞

⎧∂ ⎛ ⎞ ′− = <⎪ ⎜ ⎟⎪ ∂ ⎝ ⎠⎨
⎪ =⎪⎩

，

22
2

22

2

0,

0
x

G p G x x
x a

G
x

→∞

⎧∂ ⎛ ⎞ ′− = >⎪ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎪
⎨
∂⎪ =⎪ ∂⎩

，

2 1
2

2 1

pt

x x x x

x x x x

G G I e
x x a

G G

ρ+ −

+ −

′−

′ ′= =

′ ′= =

⎧∂ ∂
− = −⎪⎪ ∂ ∂⎨

⎪ =⎪⎩

。 

可解出 ( )
,

, ; ,
,

p x
a

p x
a

Ae x x
G x p x t

Be x x
−

⎧
′<⎪′ ′ = ⎨

⎪ ′>⎩

。由连接边界条件定出
2

xp t
aI eA

a pρ

′⎛ ⎞′− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ， 

2 2

xp t
aI eB

a pρ

′⎛ ⎞′− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ，即 ( )
,

2
, ; ,

,
2

x xp t
a

x xp t
a

I e x x
a p

G x p x t

I e x x
a p

ρ

ρ

′−⎛ ⎞′− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

′−⎛ ⎞′− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎧
⎪ ′<⎪⎪′ ′ = ⎨
⎪
⎪ ′>
⎪⎩

。取反变换得 



( )
,

2
, ; ,

2
,

2

I x xt t x x
x xa a IG x t x t t t

a aI x xt t x x
a a

η
ρ

η
ρ

η
ρ

′⎧ −⎛ ⎞′ ′− + <⎜ ⎟⎪ ′⎛ − ⎞⎝ ⎠⎪′ ′ ′= = − −⎨ ⎜ ⎟′−⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎪ ′ ′− − >⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

。 

 
 
344．两端固定的弦，长为 l ， t t′= 时用细锤敲击弦上 x x′= 点，使得该点获得冲量 I 。求 
解弦的横振动，设初位移和初速度都为 0。 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2

0

, ; , , ; ,

, ; , 0 , ; , 0

, ; ,
, ; , 0, 0

x x l

t t
t t

G x t x t G x t x t Ia x x t t
t x

G x t x t G x t x t

G x t x t
G x t x t

t

δ δ
ρ

= =

′<
′<

⎧ ′ ′ ′ ′∂ ∂
⎪ ′ ′− = − −

∂ ∂⎪
⎪ ′ ′ ′ ′= =⎨
⎪

′ ′∂⎪ ′ ′ = =⎪ ∂⎩

, 。 

可将 ( ), ; ,G x t x t′ ′ 用本征函数 sin n x
l
π

展开： ( ) ( )
1

, ; , sinn
n

nG x t x t g t x
l
π∞

=

′ ′ = ∑ ， 

将 ( )x xδ ′− 也按 sin n x
l
π

展开： ( )
1

sinn
n

nx x c x
l
πδ

∞

=

′− =∑ ，可求出 

( )
0

2 2sin sin
l

n
n nc x x xdx x

l l l l
π πδ ′ ′= − =∫ ，即 ( )

1

2 sin sin
n

n nx x x x
l l l

π πδ
∞

=

′ ′− = ∑ 。 

代入方程得： 

( ) ( ) ( )
2

1 1 1

2sin sin sin sinn n
n n n

n n a n I n ng t x g t x t t x x
l l l l l l
π π π π πδ

ρ

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞′′ ′ ′+ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ， 

再由初始条件可得
( ) ( ) ( )

2 2 sin

0, 0

n n

n nt t t t

n a I ng t g t x t t
l l l

g g

π π δ
ρ

′ ′< <

⎧ ⎛ ⎞′′ ′ ′+ = −⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪ ′= =⎩

。 

对方程两边在 t t′= 附近积分可得 ( ) ( ) 2 2sin sinn n
I n I ng t g t x x
l l l l

π π
ρ ρ

+ −′ ′ ′ ′ ′ ′= + = ，再由 

( )ng t 在 t t′= 的连续性可得 ( ) ( ) 0n ng t g t+ −′ ′= = ，上面问题即为 

( ) ( )

( ) ( )

2

0,

20, sin

n n

n n

n ag t g t t t
l

I ng t g t x
l l

π

π
ρ

⎧ ⎛ ⎞′′ ′+ = >⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎨
⎪ ′ ′ ′ ′= =⎪⎩

，解得 ( ) ( )2 sin sinn
I n n ag t x t t

n a l l
π π

π ρ
′ ′= − 。 



即 ( ) ( ) ( )
1

2 1, ; , sin sin sin
n

I n n n aG x t x t x x t t t t
a n l l l

π π π η
π ρ

∞

=

′ ′ ′ ′ ′= − −∑ 。 

 
 
345．求解点热源在无穷长细杆上产生的温度分布与变化： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

2

0

, ; , , ; ,

, ; , 0
t

G x t x t G x t x t
x x t t

t x
G x t x t

κ δ δ

=

′ ′ ′ ′⎧∂ ∂
′ ′− = − −⎪ ∂ ∂⎨

⎪ ′ ′ =⎩

。 

对变量 t 作 Laplace 变换得
( ) ( ) ( )

2

2

, ; ,
, ; ,

ptG x p x t p eG x p x t x x
x

δ
κ κ

′−′ ′∂
′ ′ ′− = − −

∂
，可限定 

2 Re 2pπ π− < < 。由自然条件 ( ), ; ,
x

G x t x t
→±∞

′ ′ 有界解得
,

,

p x

p x

Ae x x
G

Be x x

κ

κ
−

⎧
′<⎪

= ⎨
⎪ ′>⎩

。 

由连接条件
x x x x

G G
− +′ ′= =
= ，

pt

x x x x

G G e
x x κ+ −

′−

′ ′= =

∂ ∂
− = −

∂ ∂
可得

1
2

p x xptG e e
p

κ

κ

′− −′−= 。 

反演得 ( )
( )

( )
( ) ( )

2
1, ; , exp

42

x x
G x t x t t t

t tt t
η

κκπ

⎡ ⎤′−
′ ′ ′= − −⎢ ⎥

′−′− ⎢ ⎥⎣ ⎦
。 

 
 

346．试证明一维热传导方程 Green 函数 ( ), ; ,G x t x t′ ′ 的互易性： ( ) ( ), ; , , ; ,G x t x t G x t x t′ ′ ′ ′= − ， 

其中 ( ), ; ,G x t x t′ ′ 满足

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

0 0

, ; , , ; ,

0, 0, 0
x x l t

G x t x t G x t x t
x x t t

t x
G G G

κ δ δ

= = =

′ ′ ′ ′⎧∂ ∂
′ ′− = − −⎪

∂ ∂⎨
⎪ = = =⎩

。 

又可写成

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

0

, ; , , ; ,

0, 0, 0
x x l t t

G x t x t G x t x t
x x t t

t x
G G G

κ δ δ

′= = <

′ ′ ′ ′⎧ ∂ ∂
′ ′− = − −⎪

∂ ∂⎨
⎪ = = =⎩

。 

对于 ( ), ; ,G x t x t′′ ′′− − 有

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

2

0

, ; , , ; ,

0, 0, , ; , 0
x x l t t

G x t x t G x t x t
x x t t

t x
G G G x t x t

κ δ δ

= = ′′>

′′ ′′ ′′ ′′⎧ ∂ − − ∂ − −
′′ ′′− − = − −⎪ ∂ ∂⎨

⎪ ′′ ′′= = − − =⎩

，  

将 ( ), ; ,G x t x t′ ′ 的方程两边乘 ( ), ; ,G x t x t′′ ′′− − 减去 ( ), ; ,G x t x t′′ ′′− − 的方程两边乘 ( ), ; ,G x t x t′ ′  

可得： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ; , , ; ,G x t x t x x t t G x t x t x x t tδ δ δ δ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′− − − − − − −  



          ( ) ( ) ( ) ( ), ; , , ; ,
, ; , , ; ,

G x t x t G x t x t
G x t x t G x t x t

t t
′ ′ ′′ ′′∂ ∂ − −

′′ ′′ ′ ′= − − +
∂ ∂

 

               ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

, ; , , ; ,
, ; , , ; ,

G x t x t G x t x t
G x t x t G x t x t

x x
κ κ

′′ ′′ ′ ′∂ − ∂
′ ′ ′′ ′′+ − − −

∂ ∂
 

          ( ) ( ), ; , , ; ,G x t x t G x t x t
t
∂ ′′ ′′ ′ ′= − −⎡ ⎤⎣ ⎦∂

 

               ( ) ( ) ( ) ( ), ; , , ; ,
, ; , , ; ,

G x t x t G x t x t
G x t x t G x t x t

x x x
κ

′′ ′′ ′ ′∂ − ∂⎡ ⎤∂ ′ ′ ′′ ′′+ − − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
。 

两边对 x 从0 积到 l 得： 

( ) ( ) ( ) ( ), ; , , ; ,G x t x t t t G x t x t t tδ δ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′− − − − −  

          ( ) ( )
0

, ; , , ; ,
l

G x t x t G x t x t dx
t
∂ ′′ ′′ ′ ′= − −⎡ ⎤⎣ ⎦∂∫  

              ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ; , , ; ,
, ; , , ; ,

x l

x

G x t x t G x t x t
G x t x t G x t x t

x x
κ

=

=

′′ ′′ ′ ′∂ − ∂⎡ ⎤
′ ′ ′′ ′′+ − − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

          ( ) ( )
0

, ; , , ; ,
l

G x t x t G x t x t dx
t
∂ ′′ ′′ ′ ′= − −⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∫ ， 

再对 t 从 0 积到∞，由于 ( ), ; , 0
t t

G x t x t
′′>

′′ ′′− − = ，所以 

( ) ( ) ( ) ( )
00

, ; , , ; , , ; , , ; , 0
l t

t
G x t x t G x t x t G x t x t G x t x t dx

→∞

=
′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′− − − = − − =⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ， 

即 ( ) ( ), ; , , ; ,G x t x t G x t x t′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′− − = ，也就是 ( ) ( ), ; , , ; ,G x t x t G x t x t′ ′ ′ ′= − 。 

 
 

347．用 Green 函数法解无界弦的横振动问题：

( ) ( )

2 2
2

2 2

0
0

0

,
t

t

u ua
t x

uu x x
t

ϕ ψ
=

=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

⎨ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

。 

令 343 题中 1I
ρ
= ，即

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2

, ; , , ; ,G x t x t G x t x t
a x x t t

t x
δ δ

′ ′ ′ ′∂ ∂
′ ′− = − −

∂ ∂
， 

将 x 与 x′互换， t 与 t′互换得
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

2 2

, ; , , ; ,G x t x t G x t x t
a x x t t

t x
δ δ

′ ′ ′ ′∂ ∂
′ ′− = − −

′ ′∂ ∂
， 

由 ( ), ; ,G x t x t′ ′ 的互易性得
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

2 2

, ; , , ; ,G x t x t G x t x t
a x x t t

t x
δ δ

′ ′ ′ ′∂ − − ∂ − −
′ ′− = − −

′ ′∂ ∂
， 



将 t− 换成 t ， t′− 换成 t′得 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2
2 2

, ; , , ; ,G x t x t G x t x t
a x x t t

t x
δ δ

′ ′ ′ ′∂ ∂
′ ′− = − −

′ ′∂ ∂
。（a） 

又有
( ) ( )2 2

2
2 2

, ,
0

u x t u x t
a

t x
′ ′ ′ ′∂ ∂

− =
′ ′∂ ∂

。                                        （b） 

（a）×  ( ),u x t′ ′  −（b）×  ( ), ; ,G x t x t′ ′ 得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ; , ,
, , , ; ,

G x t x t u x t
u x t x x t t u x t G x t x t

t t t
δ δ

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤∂′ ′ ′ ′ ′ ′− − = −⎢ ⎥′ ′ ′∂ ∂ ∂⎣ ⎦
 

        ( ) ( ) ( ) ( )2 , , ; ,
, ; , ,

u x t G x t x t
a G x t x t u x t

x x x
′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤∂ ′ ′ ′ ′+ −⎢ ⎥′ ′ ′∂ ∂ ∂⎣ ⎦

。 

两边对 x′在 ( ),−∞ ∞ 上积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ; , ,
, , , ; ,

G x t x t u x t
u x t t t u x t G x t x t dx

t t t
δ

∞

−∞

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤∂′ ′ ′ ′ ′ ′− = −⎢ ⎥′ ′ ′∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∫  

        ( ) ( ) ( ) ( )2 , , ; ,
, ; , ,

x

x

u x t G x t x t
a G x t x t u x t

x x

′→∞

′→−∞

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤
′ ′ ′ ′+ −⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦

， 

第 343 题已求得
1

2
x x

G t t
a a
η

′⎛ − ⎞
′= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以 ( )1 0

2x
G

a
η

′→±∞
= −∞ = ， 

( ) 2

1sgn
2

x xG x x t t
x a a

δ
′⎛ − ⎞∂ ′ ′= − − −⎜ ⎟′∂ ⎝ ⎠

， ( )2

1 0
2x

G
x a

δ
′→±∞

∂
= ± −∞ =

′∂
， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ; , ,
, , , ; ,

G x t x t u x t
u x t t t u x t G x t x t dx

t t t
δ

∞

−∞

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤∂′ ′ ′ ′ ′ ′− = −⎢ ⎥′ ′ ′∂ ∂ ∂⎣ ⎦
∫ 。 

两边对 t′在[ )0,∞ 上积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ; , ,
, , , ; ,

t

t

G x t x t u x t
u x t u x t G x t x t dx

t t

′→∞
∞

−∞
′=

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤
′ ′ ′ ′ ′= −⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦

∫ 。 

由于 ( )1 0
2t

G
a
η′→∞

= −∞ = ，
0

1
2t

x x
G t

a a
η′=

′⎛ − ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

1
2

x xG t t
t a a

δ
′⎛ − ⎞∂ ′= − − −⎜ ⎟′∂ ⎝ ⎠

， 

( )1 0
2t

G
t a

δ
′→∞

∂
= − −∞ =

′∂
，

0

1
2t

x xG t
t a a

δ
′=

′⎛ − ⎞∂
= − −⎜ ⎟′∂ ⎝ ⎠

， 



所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ; , ,
, , , ; ,

t

G x t x t u x t
u x t u x t G x t x t dx

t t
∞

−∞
′=

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤
′ ′ ′ ′ ′= − −⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦

∫  

          ( ) ( )1
2

x x x x
x t t x dx

a a a
ϕ δ η ψ

∞

−∞

⎡ ⎤′ ′⎛ − ⎞ ⎛ − ⎞
′ ′ ′= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

          ( ) ( ) ( )1 1
2 2

x x

x at
x x x at dx x dx

a
ϕ δ ψ

−∞ −
′ ′ ′ ′ ′= − + +∫ ∫  

                    ( ) ( ) ( )1 1
2 2

x at

x x
x x x at dx x dx

a
ϕ δ ψ

∞ +
′ ′ ′ ′ ′+ − − +∫ ∫  

          ( ) ( ) ( )1 1
2 2

x at

x at
x at x at x dx

a
ϕ ϕ ψ

+

−
′ ′= − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ 。 

 
 

348．用 Green 函数法解 215 题：

( )

2 2
2

2 2

0 0
0

0

,0
0, 0, , 0

,
x x l t

t

u ua
t x

h x x c
ucu u u

h l x t
c x l

l c

= = =
=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

⎪ ⎧ ≤ <⎨ ⎪ ∂⎪⎪ = = = =⎨⎪ − ∂⎪ ≤ <⎪ ⎪ −⎩⎩

。 

第 344 题已求得 ( ) ( )
1

2 1 sin sin sin
n

n n n aG x x t t t t
a n l l l

π π π η
π

∞

=

′ ′ ′= − −∑ （令 1I
ρ
= ）。 

重复上题步骤可得 ( ) ( )
0 0

0 0

, , 0
l l

t t

u G Gu x t G u dx u x dx
t t t′ ′= =

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ′ ′ ′= − = −⎜ ⎟′ ′ ′∂ ∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ 。 

10

2 sin sin cos
nt

G n n n ax x t
t l l l l

π π π∞

=′=

∂ ′= −
′∂ ∑ ，所以 

( ) ( )
0

1

2, sin cos ,0 sin
l

n

n n a nu x t x t u x x dx
l l l l

π π π∞

=

′ ′ ′= ∑ ∫  

( )
0

1

2 sin cos sin sin
c l

c
n

n n a h n h nx t x x dx l x x dx
l l l c l l c l

π π π π∞

=

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′= + −⎢ ⎥−⎣ ⎦
∑ ∫ ∫  

    
( )

2

2 2
1

2 1 sin sin cos
n

hl n c n n ax t
c l c n l l l

π π π
π

∞

=

=
− ∑ 。 

 

349．用 Green 法解无界弦的热传导问题：

( )

2

2

0

0

t

u u
t x

u x

κ

ϕ
=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎨

⎪ =⎩

。 



第 345 题已求得 ( )
( )

( )
( ) ( )

2
1, ; , exp

42

x x
G x t x t t t

t tt t
η

κκπ

⎡ ⎤′−
′ ′ ′= − −⎢ ⎥

′−′− ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

重复 247 题步骤可得 ( ) ( ) ( ) ( )2

0

1, exp
42t

x x
u x t x G dx x dx

tt
ϕ ϕ

κκπ
∞ ∞

′=−∞ −∞

⎡ ⎤′−
′ ′ ′ ′= = −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ 。 

 
 
350．用 342 题方法求三维无界空间波动方程和热传导方程的 Green 函数。 

波动方程： ( ) ( ) ( )
2

2 2
2 , ; ,a G t t t t

t
δ δ

⎛ ⎞∂ ′ ′ ′ ′− ∇ = − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
r r r r 。 

对变量 r 和 t 作 Fourier 变换得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 , ; , exp expa k G t i i tω ω ω′ ′ ′ ′− + = − ⋅ −k r k r ， 

即 ( ) ( ) ( )
2 2 2

exp exp
, ; ,

i i t
G t

a k
ω

ω
ω

′ ′− ⋅ −
′ ′ =

−
k r

k r ， 

反演得 ( )
( )

( ) ( )
4 22

2

exp1, ; ,
2

i t t i
G t t e d d

a k
a

ω ω
π ω

∞ ′−

−∞

′⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦′ ′ =
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫∫∫
k r r

r r k ，同 342 题，记 

′= −R r r ， t tτ ′= − ，以 R 方向为 z 方向在k 空间建立球坐标系，有 

( )
( )

2
cos

3 22 0 0
2

1, ; , sin
2

i ikRk dkG t t e d e d
a k

a

πωτ θω θ θ
π ω

∞ ∞

−∞
′ ′ =

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫r r  

( )
( )

( )3 2 3 22 20
2 2

1 1 v.p.
2 2

ikR ikR ikR
i i

k e e dk ke dke d e d
a iR a iRk k

a a

ωτ ωτω ω
π πω ω

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

−
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫  

( )3 22 0
2

1 lim v.p.
2

ikR
i ke dke d

a iR k i
a

ωτ

η
ω

π ω η
+

∞ ∞

−∞ −∞→
=

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ 。 

由留数定理， 2 2
2 2

v.p. 2 res
ikR iRz i RR a

z i
a

ke dk zei ie e
k i z i

a a

ω
η

ω η

π π
ω ωη η

−∞ −

−∞

=− +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∫ ， 

所以 ( ) 2 2

1 1 1, ; ,
4 2 4

Ri
a RG t t e d

a R a R a

ω τ
ω δ τ

π π π

⎛ ⎞−∞ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−∞

⎛ ⎞′ ′ = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫r r  



2

1
4

t t
a a

δ
π

′⎛ − ⎞
′= − −⎜ ⎟′− ⎝ ⎠

r r
r r

。 

 

热传导方程： ( ) ( ) ( )2 , ; ,G t t t t
t

κ δ δ∂⎛ ⎞ ′ ′ ′ ′− ∇ = − −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
r r r r 。 

对变量 r 作 Fourier 变换，对变量 t 作 Laplace 变换得 

( ) ( ) ( ) ( )2 , ; , exp expp k G p t i ptκ ′ ′ ′ ′+ = − ⋅ −k r k r ，限定 arg
2

p π
< 。 

即 ( ) ( ) ( )
2

exp exp1, ; ,
i pt

G p t pkκ
κ

′ ′− ⋅ −
′ ′ =

+

k r
k r ，作 Fourier 反演得 

( )
( )

( )
3 2

2 2

exp1, ; , v.p.
42

pt pt ikRie e keG p t d dkp pi Rk kκ π κπ
κ κ

′ ′− − ∞

−∞

⋅
′ ′ = =

+ +
∫∫∫ ∫

k R
r r k 。 

由留数定理，由于 arg
2

p π
< ，所以

3 arg
4 4

piπ π
κ

< < ，
3 arg
4 4

piπ π
κ

⎛ ⎞
− < − < −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
，即 

pi
κ

位于上半平面，
pi
κ

− 位于下半平面， 

所以
2 2

v .p . 2 res
pikR izR R

pz i

ke zedk i iep pk z
κ

κ

π π

κ κ

−∞

−∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= =⎜ ⎟
⎜ ⎟+ +
⎝ ⎠

∫ ， 

因此 ( ), ; ,
4

ppt ReG p t e
R

κ

πκ

′− −
′ ′ =r r 。 

书中已求得
2

2

2 1 pLTx

t

e dx e
p

α
α

π
∞ −− ⎯⎯→∫ ， 

所以

2
1 2

4
3 2

2

2
2

p LT x t

t

de e dx e
dt t

α
α

α
α

π π
− −∞− −⎯⎯⎯→ =∫ ， 

再利用 Laplace 变换性质 ( ) 1LT pf at F
a a

⎛ ⎞⎯⎯→ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

可得 

( )
( )

( ) ( )
2

4
3 2

1, ; ,
8

R
t tG t t e t t

t t
κ η

πκ

−
′−′ ′ ′= −

′−⎡ ⎤⎣ ⎦
r r 。 



351．用 Laplace 变换求解半无界问题：

2

2

00 0

0, 0, 0

, 0
x t

u u x t
t x

u u u

κ

= =

⎧∂ ∂
− = > >⎪ ∂ ∂⎨

⎪ = =⎩

。 

对变量 t 作 Laplace 变换得

( ) ( )

( )

2

2

0
0

,
, 0, 0

,
x

U x p p U x p x
x

uU x p
p

κ

=

⎧∂
− = >⎪⎪ ∂

⎨
⎪ =
⎪⎩

， 

解得 ( ) 0,
p xuU x p e

p
κ

−
= 。由于

1erfc
2

pLT e
pt

αα −⎛ ⎞⎯⎯→⎜ ⎟
⎝ ⎠

，令
xα
κ

= 即可得 

( ) 0, erfc
2

xu x t u
tκ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

 
 
352．一高为d ，底面积为 S 的圆柱体，侧面绝热，单位时间内通过下底供给热量 H ，而上

底保持温度为 0。设柱体初温为 0，证明在 t 时刻单位时间内通过上底流出的热量为 

( )
22 1

2

0

141
2 1

n n t
d

n

Q H e
n

π κ

π

+⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= −

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ，其中κ 为扩散率。 

以底面圆心为坐标原点，圆柱轴线为 z 轴建立柱坐标系，温度分布与 ,ρ ϕ无关，底面热流 

密度
0z

H uk
S z =

∂
= −

∂
，所以

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

0
0

, ,
0

,
, , 0, , 0

z d t
z

u z t u z t
t z

u z t H u z t u z t
z kS

κ

= =
=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

⎨∂⎪ = − = =
⎪ ∂⎩

。 

对变量 t 作 Laplace 变换得

( ) ( )

( ) ( )

2

2

0

,
, 0

, 1 , , 0
z d

z

U z p p U z p
z

U z p H U z p
z kS p

κ

=
=

⎧∂
− =⎪ ∂⎪

⎨∂⎪ = − =
⎪ ∂⎩

， 

解得 ( )
( )sh 1,

ch

p d zHU z p
kS p ppd

κκ

κ

−
= 没，则

( ), 1 1

chz d

U z p Hk
z S p pd

κ
=

∂
− =

∂
。 

令习题 09 第 177（4）题中
dx l
κ

= = 可求得上式反演 

( )
22 1

2

0

141
2 1

n n t
d

nz d

u Hk e
z S n

π κ

π

+⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

==

⎡ ⎤−∂ ⎢ ⎥− = −
∂ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ，该式就是上底热流密度
Q
S
，即 



( )
22 1

2

0

141
2 1

n n t
d

n

Q H e
n

π κ

π

+⎛ ⎞∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= −

+⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 。 

 
 

353．设有两条半无界杆，温度分别为 0 和 0u 。在 0t = 时将两杆端点相接，求 0t > 时杆中 

温度分布：

( )

2

2

00

0

t

u u
t x

u u x

κ

η
=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎨

⎪ =⎩

。 

对变量 t 作 Laplace 变换得
( ) ( ) ( )

2
0

2

,
,

U x p upU x p x
x

η
κ κ

∂
− = −

∂
，              （*） 

即

( ) ( )
2

2

,
, 0, 0

x

U x p p U x p x
x

U
κ

→−∞

⎧∂
− = <⎪

∂⎨
⎪
⎩ 有界

，

( ) ( )
2

0
2

,
, , 0

x

U x p up U x p x
x

U
κ κ

→∞

⎧∂
− = − >⎪

∂⎨
⎪
⎩ 有界

， 

解为 ( )
0

, 0
,

, 0

p x

p x

Ae x
U x p

uBe x
p

κ

κ
−

⎧
<⎪⎪= ⎨

⎪ + >
⎪⎩

。 

由方程（*）可看出 ( ),U x p 和
( ),U x p
x

∂
∂

在 0x = 连续，否则方程右边会出现冲激或冲激偶。 

由此可得 ( )
0

0 0

1 , 0
2

,
1 , 0

2

p x

p x

u e x
p

U x p
u u e x
p p

κ

κ
−

⎧
<⎪

⎪= ⎨
⎪ − >⎪
⎩

。 

反演得 ( )
0

0
0

erfc , 0
2 2

,
erfc , 0

2 2

u x x
t

u x t
u xu x

t

κ

κ

⎧ ⎛ ⎞− <⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠= ⎨

⎛ ⎞⎪ − >⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

。 

 
 

354．用 Laplace 变换解习题 12 第 236 题：
2 2

2

2

0 0

0

, , 0t t
x x l t

u u
t x

u Ae u Be uα κ β κ

κ

− −
= = =

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎨

⎪ = = =⎩

。 



对变量 t 作 Laplace 变换得

( ) ( )
2

2

2 20

,
, 0

,
x x l

U x p p U x p
x

A BU U
p p

κ

α κ β κ= =

⎧∂
− =⎪⎪ ∂

⎨
⎪ = =
⎪ + +⎩

。 

解得 ( )
( )

2 2

sh sh
,

sh sh

p pl x xA BU x p
p pp pl l

κ κ
α κ β κ

κ κ

−
= +

+ +
。                   （*） 

下面求 ( ) sh1
sh

a p
F p

p c b p
=

−
（ 0b a> > ， 0c ≠ ）的反演： 

( )F p 的一阶极点： p c= ，

2kp
b
π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 1,2,k = 。 

( ) shres
sh

pt ct

p c

a cF p e e
b c=

⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ， ( ) ( )
2

2
2 2 2

1 2
res sin

k k t
pt b

kp
b

k k aF p e e
k cb b

π

π
π π

π

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞=−⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
⎡ ⎤ =⎣ ⎦ +

。 

取如下积分路径：其中 nC 半径为

21 2n
b

π+⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

，该取法的讨论类似习题 09 第 177（4）题。 

 

令 n →∞可得
( )1

2

2 2 2
1

1 2sh1 sh sin exp
sh sh

k
LT ct

k

ka p a c k a ke t
p c k cb b bb p b c

π π π
π

−
∞

=

⎡ ⎤− ⎛ ⎞⎯⎯⎯→ + −⎢ ⎥⎜ ⎟− + ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ 。 

所以（*）式的反演为 ( ) ( ) 2 2sin sin,
sin sin

t tl x xu x t A e B e
l l

α κ β κα β
α β

− −−
= +  

( ) 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1

1
2 sin exp

n

n

BA n x nn t
l n l n l l

π ππ κ
α π β π

∞

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎛ ⎞+ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ 。 

 



355．用 Fourier 变换法解无界弦的振动问题：

2 2
2

2 2

2

00
0

0

exp , 0
t

t

u uc
t x

x uu u
a t=

=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

⎨ ⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞⎪ = − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

。 

对变量 x 作 Fourier 变换得

( ) ( )
2

2 2
2

2

00
0

,
, 0

exp , 0
t

t

U k t
k c U k t

t

x UU u FT
a t=

=

⎧∂
+ =⎪ ∂⎪

⎨ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ∂⎪ ⎪⎛ ⎞⎪ = − =⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭⎩

。 

解得 ( ) ( )
2 2

0
0, exp cos exp

2
ikct ikctux xU k t u FT kct FT e e

a a
−

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

， 

反演得 ( )
2 2

0, exp exp
2
u x ct x ctu x t

a a

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ −⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

。 

 
 

356．用 Fourier 变换和 Laplace 变换解无界弦的横振动问题：

( ) ( )

2 2
2

2 2

0
0

0

,
t

t

u uc
t x

uu x x
t

ϕ ψ
=

=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

⎨ ∂⎪ = =
⎪ ∂⎩

。 

对变量 x 作 Fourier 变换得

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

2

0
0

,
, 0

,
t

t

u k t
k c u k t

t
uu k k
t

ϕ ψ
=

=

⎧∂
+ =⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ = =

⎪ ∂⎩

，再对变量 t 作 Laplace 变换得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1,
2 2

k k
k kp k k ikc ikcU k p

p k c p ikc p ikc

ψ ψ
ϕ ϕϕ ψ − ++

= = +
+ + −

， 

作 Laplace 反演得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1,
2 2

ikct ikctk k
u k t k e k e

ikc ikc
ψ ψ

ϕ ϕ−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

                      ( )( ) ( ) ( )1 1
2 2

ikct ikct ikct ikctk
k e e e e

ikc
ψ

ϕ − −= + + − 。 

再作 Fourier 反演得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1,
2 2

x
u x t x ct x ct ct ct d

c
ϕ ϕ ψ ξ ψ ξ ξ

−∞
= − + + + + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  

       ( ) ( ) ( )1 1
2 2

x ct

x ct
x ct x ct d

c
ϕ ϕ ψ ξ ξ

+

−
= − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ 。 



357．一半无界弦 0x ≥ ，原处于平衡状态。设在 0t > 时 0x = 端作微小振动 sinA tω 。试 

求弦上各点运动：

( )

2 2
2

2 2

0 0
0

0

sin , 0, 0
x t

t

u uc
t x

uu A t t u
t

ω η
= =

=

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

⎨ ∂⎪ = = =
⎪ ∂⎩

。 

对变量 t 作 Laplace 变换得

( ) ( )

( ) ( )

22

2

2 20

,
, 0

, , ,
x x

U x p p U x p
x c

AU x p U x p
p

ω
ω= →∞

⎧∂ ⎛ ⎞− =⎪ ⎜ ⎟⎪ ∂ ⎝ ⎠
⎨
⎪ =⎪ +⎩

有界

。 

解得 ( ) 2 2,
p x
cAU x p e

p
ω
ω

−
=

+
，反演得 ( ), sin x xu x t A t t

c c
ω η⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

 
 
358．电子光学中常遇到一种简单的静电透镜—等径双筒镜，它的两极是由两个无限接近的 

等径同轴长圆筒组成，其电势分别为 0V− 与 0V （见下图）。求筒内静电势。 

 

先令边界条件为 0 sgnk z
a

u V e z
ρ

−

=
= ，该问题显然与ϕ无关， 

即

( ) ( )2

2

00

, ,1 0

, sgnk z
a

u z u z
z

u u V e z
ρ ρ

ρ ρ
ρ

ρ ρ ρ
−

= =

⎧ ∂ ∂⎡ ⎤∂
+ =⎪ ⎢ ⎥⎪ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎨

⎪ =⎪⎩ 有界

。对变量 z 作 Fourier 变换得 

( ) ( )2

0 2 20

,1 , 0

, 2
a

U
U

U U iV
kρ ρ

ρ ω
ρ ω ρ ω

ρ ρ ρ
ω
ω= =

⎧ ∂⎡ ⎤∂
− =⎪ ⎢ ⎥⎪ ∂ ∂⎣ ⎦⎨

⎪ = −⎪ +⎩
有界

。这是零阶虚宗量 Bessel 方程，有界解为 

( ) ( )0,U AIρ ω ωρ= ，由边界条件得 ( ) ( )
( )

0
0 2 2

0

, 2
I

U iV
k I a

ωρωρ ω
ω ω

= −
+

。 



反演得 ( ) ( )
( )

00
2 2

0

, i zIVu z ie d
k I a

ωωρωρ ω
π ω ω

∞

−∞
= −

+∫  

          
( )
( ) ( )00

2 2
0

cos sin
IV i z z d

k I a
ωρω ω ω ω

π ω ω
∞

−∞
= − −

+∫ 。 

上面的积分理解为主值，由于
( )
( )

0
2 2

0

cos
I

z
k I a

ωρω ω
ω ω+

是ω的奇函数，所以这部分积分为 0， 

即 ( ) ( )
( )

00
2 20

0

2, sin
IVu z zd

k I a
ωρωρ ω ω

π ω ω
∞

=
+∫ ， 

令 0k → 得 ( ) ( )
( )

00
0

0

2 sin,
IV zu z d
I a

ωρ ωρ ω
π ω ω

∞
= ∫ 。 

 
 

359．设有一半径为 1 的带电圆盘，圆盘上电势为 0V ，求空间电势。 

以圆盘圆心为原点，垂直于盘面的轴为 z 轴建立柱坐标系。该问题与ϕ无关，且显然关于 

0z = 面是对称的，即u 是 z 的偶函数，必有
0

0
z

u
z =

∂
=

∂
（ 1ρ > ），可以只考虑半空间 0z > 。 

( ) ( )2

2

00,0 1
0, 1

0

, ,1 0

, 0, 0

0

z z
z

u z u z
z

uu V u
z

u u

ρ
ρ

ρ ρ

ρ ρ
ρ

ρ ρ ρ

= < < →∞
= >

= →∞

⎧ ∂ ∂⎡ ⎤∂
+ =⎪ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎪

⎪ ∂⎪ = = =⎨ ∂⎪
⎪ =⎪
⎪⎩

有界，

。 

对变量 ρ 作 Hankel 变换： ( ) ( ) ( )00
, ,U k z u z J k dρ ρ ρ ρ

∞
= ∫ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
0 00 0

0

, , ,1 u z u z u z dJ k
J k d J k d

d

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

→∞
∞ ∞

=

∂ ∂ ∂⎡ ⎤∂
= −⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

0 0
0

,
, ,

u z dJ k dJ k dJ kdd u z u z d
d d d d

ρ

ρ

ρ ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

→∞
∞ ∞

=

∂ ⎡ ⎤
= − = − + ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦
∫ ∫  

( ) ( ) ( )2 2
00

, ,k u z J k d k U k zρ ρ ρ ρ
∞

= − = −∫ 。 

即原方程变换为
( ) ( )

2
2

2

,
, 0

U k z
k U k z

z
∂

− =
∂

，由有界条件可得 ( ) ( ), kzU k z A k e−= 。 



反演得 ( ) ( ) ( )00
, kzu z A k e J k kdkρ ρ

∞ −= ∫ ，代入 z 的边界条件得到积分方程： 

( ) ( )0 00
A k J k kdk Vρ

∞
=∫ （0 1ρ< < ）， 

( ) ( ) 2
00

0A k J k k dkρ
∞

=∫ （ 1ρ > ）。 

由习题 16 第 319 题结果可知 ( ) 0
2

2 sinV kA k
kπ

= ，即 

( ) ( )0
00

2 sin, kzV ku z e J k dk
k

ρ ρ
π

∞ −= ∫ 。 

 
 

360．由柱面坐标 ( ), zρ 可以定义扁球面坐标 ( ),μ ξ ： z μξ= ， ( )( )2 21 1ρ μ ξ= − + 。 

（1）证明：在此坐标系下，上题化为

( ) ( )2 2

00

1
0

1 1 0

, 0

0,

u u

u V u

u u

ξ ξ

μ
μ

μ ξ
μ μ ξ ξ

μ

= →∞

=
=

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎪ − + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ = →⎨
⎪
∂⎪ =⎪∂⎩

有界

。 

（2）求出 ( ),u μ ξ 。 

（1）该坐标系下的 Laplace 算符为 ( ) ( )2 2 2
2 2

1 1 1μ ξ
μ ξ μ μ ξ ξ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
∇ = − + +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

。 

对于 0z > 半空间， ( ),μ ξ 取值范围：0 1μ< < ， 0ξ > 。 

0,0 1z ρ= < < 对应 0ξ = ，所以 00,0 1 0z
u u V

ρ ξ= < < =
= = 。 

由坐标关系可得

2

2

2
2 2

2

1
1

1
1

z

μξ μ
ξ μ ξ

μξ μ
ξ

− ∂ ∂
+

∂ + ∂ ∂=
−∂ +
+

， 0, 1z ρ= > 对应 0μ = ， 

所以

2

2

2
2 20, 1 0

2
0

1
11 0

1
1

z

u u
u u
z ρ μ

μ

μξ μ
ξ μ ξ

μ ξ μξ μ
ξ

= > =

=

− ∂ ∂
+

∂ ∂+ ∂ ∂= = =
−∂ ∂+
+

。 

z →∞和 ρ →∞对应ξ →∞，所以 0
z

u u u
ρ ξ→∞ →∞ →∞

= = → 。 

0ρ = 对应 1μ = ，所以
0 1

u u
ρ μ= =

= 有界。 



（2）令 ( ) ( ) ( ),u μ ξ μ ξ= Μ Ξ ，分离变量得

( )

( )

2

2

1 0

1 0

d d
d d

d d
d d

μ λ
μ μ

ξ λ
ξ ξ

⎧ ⎡ ⎤Μ
− + Μ =⎪ ⎢ ⎥

⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤Ξ⎪ + − Ξ =⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

。 

可得本征值问题
( )

( ) ( )

21 0

0 0, 1

μ λ
μ μ

⎧ ⎡ ⎤∂ ∂Μ
− + Μ =⎪ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦⎨

⎪ ′Μ = Μ⎩ 有界

，习题 15 第 292（2）题已得该问题的解为 

( )2 2 1l l lλ = + ， ( ) ( )2l lPμ μΜ = 。 

( )ξΞ 方程为 ( ) ( ) ( ) ( )21 2 2 1 0
dd l l

d d
ξ

ξ ξ
ξ ξ

Ξ⎡ ⎤
+ − + Ξ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
。                     （*） 

将ξ 换成 iξ 得 ( ) ( ) ( ) ( )21 2 2 1 0
d id l l i

d d
ξ

ξ ξ
ξ ξ

Ξ⎡ ⎤
− + + Ξ =⎢ ⎥

⎣ ⎦
，所以通解为 

( ) ( ) ( )2 2l l l l lA P i B Q iξ ξ ξΞ = + 。由于 ( ) 0
ξ

ξ
→∞

Ξ = ，而当 0l ≠ 时 ( )2lP ∞ 和 ( )2lQ ∞ 都无 

界，所以只有 0l = 。此时解方程（*）可得 ( )0 arctanA Bξ ξΞ = + ， 

所以 ( ) ( ) ( )0 0, arctanu A Bμ ξ μ ξ ξ= Μ Ξ = + ， 

由边界条件 00
, 0u V u

ξ ξ= →∞
= → 得 0 0

2 ,A V B V
π

= − = ， 

所以 ( ) 0 0
0

2 22, 1 arctan arctan arccot
2

V Vu V πμ ξ ξ ξ ξ
π π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

 



361． 把
2zζ = z 平面上的下列区域变为ζ 平面上的什么区域？（1）上半平面；（2）上半 

圆 1, Im 0z z< > ；（3）圆 1z < ；（4）双纽线内部 ( )2 cos 2argz z< 。 

（1）0 arg z π< < ，0 arg 2arg 2zζ π< = < ，所以是沿正实轴割开的全平面。 

（2）0 arg z π< < ，0 arg 2arg 2zζ π< = < ，
2 1zζ = < ，所以是沿正实轴割开的单位 

圆内部。 

（3）
2 1zζ = < ，所以是单位圆内部。 

（4）设 ,iz e reiϕ θρ ζ= = ，则由
2zζ = 可得

2 , 2r ρ θ= = ϕ 。由于
2 cos 2ρ ϕ< ，所以 

cosr θ< ，即为圆内部
1 1
2 2

ζ − < 。 

 
 

362．若在分式线性变换
z
z

μζ λ
ν

−
=

−
下， 各点分别变为1 2 3, ,z z z 1 2 3, ,ζ ζ ζ 各点，试证： 

3 1 3 11 1

2 3 2 2 3

z zz z
z z z z2

ζ ζζ ζ
ζ ζ ζ ζ

− −− −
=

− − − −
。 

变换写成
( )
z

λ ν μ
ζ λ

ν
−

= +
−

，记 ( ) 3 11
1 2 3

2 3

, , , z zz zz z z z
z z z z2

−−
=

− −
，只需证明该值在平移，反 

演，旋转，伸缩下不变即可。平移，旋转，伸缩变换易证，而 3 21

1 2 3

2 3 1

1 11 1
1 1 1 1, , , 1 1 1 1

z zz z
z z z z

z z z z

−−
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠ − −

 

(1 2 1 3 2 31 2 2 1
1 2 3

1 2 1 1 2 3 2 2 1 3

, , ,z z z z z zz z zz z z z z z z
z z zz z z z z z z z z

− −− −
= = =

− − − −
)，即该值在反演变换下也不变，所 

以该值在分式线性变换不变。 
 
 

363．求一变换，把上半平面变为单位圆，并把实轴上的点 1,0,1− 分别变为单位圆上的

。 1, , 1i −

设
z
z

μζ λ
ν

−
=

−
，将 ( ),z ζ 分别代入 ( )1,1− ，( )0, i ，( )1, 1− 得到三个方程解出

z ii
z i

ζ −
= −

+
。 

 



364． z 平面上的单位圆 1z < ，沿正实轴割开，试把此区域变为ζ 平面上的上半平面。 

 

变换 1 zζ = 将单位圆内变换为上半单位圆内。 

令 1
2

1

1
1

ζζ
ζ
+

= −
−

，可看出该变换将 1− 变换为 0，1 变换为∞，所以 1ζ 平面实轴上从-1 到 1 

的线段和上半圆弧都变换为 2ζ 平面上经过原点和∞的直线，由于 0 变换为 1，所以-1 到 1 

的线段变换为正实轴，线段与上半圆弧在-1 处的夹角为 2π ，由保角性，上半圆弧变换为 

正虚轴，即变换为第一象限。 

令
2
2ζ ζ= ，则变换为上半平面，综上该变换为

2
1
1

z
z

ζ
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
。 

 
 
365．求一变换，把第一象限变为单位圆内。 

先由变换
2

1 zζ = 将它变换为上半平面。令  ，其中1i y ixe e eζζ −= = 1 x iyζ = + ，由于 ， 0y >

所以 1yeζ −= < ，即变为单位圆内。综上 ( )2exp izζ = 。 

 
 
366．一半径为 的无穷长导体柱面，第一象限的电势为V ，第三象限电势 ，第二，四 a V−
象限接地，求导体内电势。 

将 分成两部分：u 1u u u2= + ，其中 在第一象限为V ，其余象限为 0， 在第三象限为 ， 1u 2u V−

其余象限为 0。先求 ： 1u

 

1
z a
z ai

ζ λ −
=

−
，使 z 平面上的 和 ai分别对应a 1ζ 平面上的 0 和∞，即 z 平面上圆映射为 1ζ  



平面上通过原点的直线，该直线原点一侧对应 z 平面上第一象限圆弧，原点另一侧对应二， 

三，四象限的圆弧。由于 时z a= − 1
2

1 i
λζ =
+

，令 1 iλ = + 可使 a− 映射为 2，即二，三，四 

象限的圆弧映射为正实轴，那么第一象限的圆弧即映射为负实轴。 

1lnζ ζ= （ iζ ξ η= + ）将 1ζ 平面正实轴映射为 0η = ，负实轴映射为η π= ， 1ζ 平面的上 

半平面变为ζ 平面上 0η = 和η π= 之间的带状区域，综上 ( )ln 1 z ai
z ai

ζ −⎡ ⎤= +⎢ ⎥−⎣ ⎦
。 

ζ 平面上 显然与1u ξ 无关，所以
2

2 0d
d
ζ
η

= ，通解为 1u A Bη= + ，由边界条件定出 1
Vu η
π

= 。 

由 ( )ln 1 z ai
z ai

ζ −⎡ ⎤= +⎢ ⎥−⎣ ⎦
可知 ( ) ( ) (arg 1 arg arg

4
i iz ai e a

z ai
ϕ ϕπη ρ−⎡ ⎤= + = + − − −⎢ ⎥−⎣ ⎦

)e aiρ  

1 1sin sintan tan
4 cos cos

a
a

π ρ ϕ ρ ϕ
ρ ϕ ρ ϕ

− − −
= + −

−
， 

即 ( ) 1 1
1

sin sin, tan tan
4 cos cos

V au
a

π ρ ϕ ρ ϕρ ϕ
π ρ ϕ ρ

− −⎛ ⎞
ϕ
−

= + −⎜ ⎟−⎝ ⎠
。 

显然 ( ) ( ) 1 1
2 1

sin sin, , tan tan
4 cos cos

V au u
a

π ρ ϕ ρ ϕρ ϕ ρ ϕ π
π ρ ϕ ρ

− −⎛ ⎞+
= − − = − + −⎜ ⎟+⎝ ⎠ϕ

 

所以
1 1

1 2
sin sintan tan

cos cos
Vu u u

a a
ρ ϕ ρ

π ρ ϕ ρ ϕ
− −⎛

= + = −⎜
ϕ

− +⎝
 

                    1 1sin sintan tan
cos cos

a aρ ϕ ρ ϕ
ρ ϕ ρ ϕ

− − ⎞+ −
+ − ⎟

⎠
 

      1 1

sin sin sin sin
cos cos cos costan tansin sin sin sin1 1

cos cos cos cos

a a
V a a

a a
a a

ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ
ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ

ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕπ
ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ

− −

+ −⎛ ⎞− −⎜ ⎟− +⎜ ⎟= +
+ −⎜ ⎟+ +⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

      1 1
2 2 2 2

2 sin 2 costan tanV a a
a a

ρ ϕ ρ
π ρ ρ

− −⎛ ⎞
= +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

ϕ

)

。 

 
 

367．实轴上 段电势为V ，实轴上(0,a x a> 段及正虚轴电势均为 0，求第一象限电势分布。 

2
1 zζ = 将第一象限变为上半平面， a 点变为 。 2a



 

2
1

2
1

aζζ
ζ
−

= 将 变为 0，0 变为 ，所以
2a ∞ 1ζ 平面的实轴变为 2ζ 平面过原点的直线，  2 1a +

变为 2

1 0
1a
>

+
，所以 1ζ 平面实轴上 右边部分和负实轴变为

2a 2ζ 平面的正实轴，电势为V  

的部分变为负实轴。 

2lnζ ζ= 将负实轴变为η π= ，正实轴变为 0η = ，上半平面变为带状区域 0η = 和η π= 之 

间。综上
2 2

2ln z a
z

ζ −
= ，所以

2 2

2argV V z au
z

η
π π

−
= = 。 

 
 
368．在接地的无穷长金属柱内，有一条平行于柱轴的均匀带电丝，线电荷密度为σ 。设圆 
柱的半径为 ，带电丝与柱轴距离为 。求柱内电势。 a c

 

1
z ai
z a

ζ −
= −

+
将圆内变为上半平面， c点变为

a ci
a c
−
+

， 

1

1

a ci
a c
a ci
a c

ζ
ζ

ζ

−
−

+=
−+
+

将上半平面变成单位圆内，
a ci
a c
−
+

变为原点。
( )

2

a z c
cz a

ζ
−

=
−

。 

( )
2

0 0

1ln ln
2 2

cz au
a z c

σ σ
πε ζ πε

−
= =

−
。 

 
 
369．地面上平挂着一无穷长导体圆柱，圆柱的半径为 ，柱轴距地面 （ ）。设圆柱 a h h a>
面的电势为V ，求圆柱外电势。 

设 （ ）是圆柱的反演点对（当然也是地面的反演点对），则可求出bi± 0b > 2 2b h a= − 。 



z bi
z bi

ζ +
=

−
将 变为 0，bi变为无穷大，由于反演点对的不变性，地面和圆柱都映射为以 bi−

原点为圆心的圆。 

 

由于 1x bi
x bi
+

=
−

，所以地面映射成的圆半径为 1，又
( )
( )
h a i bi a
h a i bi h b
+ +

=
+ − −

，即 映射 (h a i+ )

为
a

h b−
，所以圆柱映射成的圆半径为

a
h b−

。

lnln

ln ln

z bi
z biu V Va a

h b h b

ζ
+
−= =

− −

。 

 
 

370．证明：儒可夫斯基变换
1

2
az ζ

ζ
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

把 z 平面上以 z a= ± 为焦点的共焦椭圆变为ζ  

平面上的同心圆。 

记 ，z x iy= + ie ϕζ ρ= ，则

1 cos
2

1 sin
2

ax

ay

ρ ϕ
ρ

ρ ϕ
ρ

⎧ ⎛ ⎞
= +⎪ ⎜ ⎟

⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ = −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

，对于ζ 平面上的圆 0ρ ρ= ，对应 

2 2

2 2 1x y
A B

+ = ，其中半长轴 0
0

1
2
aA ρ

ρ
⎛ ⎞

= +⎜
⎝ ⎠

⎟，半短轴 0
0

1
2
aB ρ

ρ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

焦距
2 2C A B= + = a ，即ζ 平面上的同心圆映射为 z 平面上以 z a= ± 为焦点的共焦椭

圆，反之亦然。 
 
 
 
 



371．讨论下列方程的类型，并将他们化为典则形式： 

（1）
2 2 2

2 22 3 2 6 0u u u u u
x x y y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ − + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

； 

（2）
2 2 2

2 24 5 2 0u u u u u
x x y y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

； 

（3）
2 2

2 2

1 0
2

u u uy
x y y
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

； 

（4） ( ) ( )
2 2

2 2
2 21 1 0u u u ux y x y

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

； 

（5）
2 2 2

2 2
2 2tan 2 tan 0u u u ux y x y y

x x y y y
∂ ∂ ∂ ∂

− + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

。 

（1） 1, 1, 3, 2, 6, 0a b c d e f g= = = − = = = = ，
2 4 0b ac− = > ，所以是双曲型方程。 

特征线方程为 3dy
dx

= 和 1dy
dx

= − ，特征线为 13y x C− = 和 2y x C+ = ，所以可令 

3y xξ = − ， y xη = + ，则变换后方程系数 0, 8, 0, 8, 0A C B D E F G= = = − = = = = ，

即原方程化为
2

16 8 0u u
ξ η η
∂ ∂

− + =
∂ ∂ ∂

，即
2 1 0

2
u u

ξ η η
∂ ∂

− =
∂ ∂ ∂

。 

令 , 2
2 2

y x xξ η η ξα β+ −
= = − = = ，则

1
2ξ α β
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
，

1
2η α β
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
， 

所以，
2 2 2

2 2

1 1
4 4

u u u u u
ξ η α β α β α β

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，方程
2 1 0

2
u u

ξ η η
∂ ∂

− =
∂ ∂ ∂

化为 

2 2

2 2 0u u u u
α β α β
∂ ∂ ∂ ∂

− − − =
∂ ∂ ∂ ∂

。 

（2） 1, 2, 5, 1, 2, 0a b c d e f g= = = = = = = ，
2 1 0b ac− = − < ，所以是椭圆型方程。 

特征线方程 2dy i
dx

= ± ，特征线为 ( ) 12y i x C− + = 和 ( ) 22y i x C− − = ，令 

( )2y i xξ = − + ， ( )2y i xη = − − ，则原方程化为
2

4 0u u ui i
ξ η ξ η
∂ ∂ ∂

− + =
∂ ∂ ∂ ∂

， 

令 2 ,
2 2

y x x
i

ξ η η ξρ σ+ −
= = − = = ，则方程化为

2 2

2 2 0u u u
ρ σ σ
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

。 



（3）
11, 0, , 0, , 0
2

a b c y d e f g= = = = = = = ，
2b ac y− = − ， 

当 0y > 时，方程是椭圆型， 0y < 时方程是双曲型。 

0y < 时，特征线方程
dy y
dx

= ± − ，特征线 12 y x C− + = 和 22 y x C− − = ， 

令 2 y xξ = − + ， 2 y xη = − − ，则方程化为
2

0u
ξ η
∂

=
∂ ∂

， 

令 2 ,
2 2

y xξ η ξ ηρ σ+ −
= = − = = ，方程化为

2 2

2 2 0u u
ρ σ
∂ ∂

− =
∂ ∂

。 

0y > 时，特征线方程
dy i y
dx

= ± ，特征线 12 y ix C+ = 和 22 y ix C− = ， 

令 2 y ixξ = + ， 2 y ixη = − ，方程化为
2

0u
ξ η
∂

=
∂ ∂

， 

令 2 ,
2 2

y x
i

ξ η ξ ηρ σ+ −
= = = = ，方程化为

2 2

2 2 0u u
ρ σ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

。 

（4） 2 21 , 0, 1 , , , 0a x b c y d x e y f g= + = = + = = = = ， ( )( )2 2 21 1 0b ac x y− = − + + < ， 

所以是椭圆型方程。特征线方程
2

2

1
1

dy yi
dx x

+
= ±

+
，特征线

1 1
1sh shy i x C− −− = 和 

1 1
2sh shy i x C− −+ = ，令

1 1sh shy i xξ − −= − ，
1 1sh shy i xη − −= + ，方程化为

2

0u
ξ η
∂

=
∂ ∂

。 

令
1sh

2
yξ ηρ −+

= = ，
1sh

2
x

i
η ξσ −−

= = ，方程化为
2 2

2 2 0u u
ρ σ
∂ ∂

+ =
∂ ∂

。 

（5） 2 2tan , tan , , 0, , 0a x b y x c y d e y f g= = − = = = = = ，
2 0b ac− = ，所以方程是抛 

物型。特征线方程 cotdy y x
dx

= − ，特征线 siny x C= 。可令 sin , cosy x y xξ η= = ，变换 

后方程系数
2

2 2

sin0, , , , 0
cos cos cos

y y x yA B C D E F G
x x x

= = = = − = = = ，即方程化为 

2 2

2 2 2

sin 0
cos cos cos

y u y x u y u
x x xη ξ η
∂ ∂ ∂

− + =
∂ ∂ ∂

，即 ( )
2

2 2
2 0u u uξ η ξ η

η ξ η
∂ ∂ ∂

+ − + =
∂ ∂ ∂

。 

 
 
 



372．有些方程经过适当的因数变换后可以消去一阶偏导数项。 

（1）证明：在因变数变换 ( )expu ax by v= − +⎡ ⎤⎣ ⎦ 下，方程
2 2 2 0u uu a b

x y
∂ ∂

∇ + + =
∂ ∂

化为 

Helmholtz 方程 ( )2 2 2 0v a b v∇ − + = ，其中 ,a b为常数； 

（2）寻求适当的变换，使方程
2 2

2 2 2 2 0u u u ua b
x y x y
∂ ∂ ∂ ∂

− + + =
∂ ∂ ∂ ∂

在变换后不再含有一阶偏导 

数项； 

（3）设有方程
2 2 2

2 22u u u u u ua b c d e fu
x x y y x y t
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

，其中 , , , , ,a b c d e f 为常 

数。证明：只有在
2 0b ac− ≠ 时可作变换 ( )expu x y t vα β γ= + + 使 ( ), ,v x y t 满足方程 

2 2 2

2 22v v v va b c
x x y y t
∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

。 

（1） ( ) ( )ax by ax byu vae v e
x x

− + − +∂ ∂
= − +

∂ ∂
，

( ) ( )ax by ax byu vbe v e
y y

− + − +∂ ∂
= − +

∂ ∂
， 

( ) ( ) ( )
2 2

2
2 22ax by ax by ax byu v va e v ae e

x x x
− + − + − +∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

， 

( ) ( ) ( )
2 2

2
2 22ax by ax by ax byu v vb e v be e

y x y
− + − + − +∂ ∂ ∂

= − +
∂ ∂ ∂

，代入原方程得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
2 22ax by ax by ax byv v va b e v a b e e

x x y
− + − + − + ⎛ ⎞∂ ∂ ∂

+ − + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

            ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 0ax by ax by va b e v a b e
x

− + − + ∂
− + + + =

∂
 

即 ( )2 2 2 0v a b v∇ − + = 。 

（2）令 ( )expu v x yα β= + ，则方程化为 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 0v v v va b a b v

x y x y
α β α α β β∂ ∂ ∂ ∂

− + + + − + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂

， 

只需令 ,a bα β= − = ，上面方程为 ( )
2 2

2 2
2 2 0v v b a v

x y
∂ ∂

− + − =
∂ ∂

。 

（3）将 ( )expu x y t vα β γ= + + 代入原方程得 



( ) ( )
2 2 2

2 22 2 2 2 2v v v v va b c a b d b c e
x x y y x y

α β α β∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

       ( )2 22 va b c d e v
t

α αβ β α β γ ∂
+ + + + + − =

∂
。 

所以2 2 0a b dα β+ + = ，2 2 0b c eα β+ + = ，
2 22 0a b c d eα αβ β α β γ+ + + + − = ， 

前两式写成矩阵式
2

2

d
a b
b c e

α
β

⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

，要使其有解，必须有
2 0

a b
b ac

b c
= − ≠ 。 

 
 

373．求下列各偏微分方程通解：（1）
2 2 2

2 22 3 0u u u
x x y y
∂ ∂ ∂

− − =
∂ ∂ ∂ ∂

；（2）
2 2

2 0u u
x x y
∂ ∂

− =
∂ ∂ ∂

； 

（3）( )
2 2 2

2 2
2 22 0u u ua b b

x x t t
∂ ∂ ∂

− + − =
∂ ∂ ∂ ∂

， ,a b为常数， 0a ≠ ；（4）
2 2 2

2 22 2 0u u u
x x y y
∂ ∂ ∂

− + =
∂ ∂ ∂ ∂

。 

（1）取试探解 ( )u f x yα= + ，则 ( )
2

2
2

u f x y
x

α α∂ ′′= +
∂

， ( )
2u f x y

x y
α α∂ ′′= +

∂ ∂
， 

( )
2

2

u f x y
y

α∂ ′′= +
∂

，代入方程得附加方程
2 2 3 0α α− − = ，解得 1 1α = − ， 2 3α = ， 

所以通解为 ( ) ( )1 2 3u f x y f x y= − + + 。 

（2）附加方程
2 0α α− = ，解得 1 0α = ， 2 1α = ，通解 ( ) ( )1 2u f y f x y= + + 。 

（3）附加方程 ( )2 2 2 2 1 0a b bα α− + − = ，解得 1
1

a b
α =

+
， 2

1
a b

α = −
−

，通解 

( ) ( )1 2u f x a b t f x a b t= + + + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦。 

（4）附加方程
2 2 2 0α α− + = ， 1 iα = ± ， ( ) ( )1 21 1u f i x y f i x t= + + + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦。 

 
 

374．求偏微分方程
2 2 2

2 2
2 22 0u u u u ux xy y x y

x x y y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

的通解。 

令 ,t sx e y e= = ，即 ln , lnt x s y= = ，则 x
x t
∂ ∂
=

∂ ∂
，

2 2
2

2 2x
x t t
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

， 



y
y s
∂ ∂
=

∂ ∂
，

2 2
2

2 2y
y s s
∂ ∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

，
2 2

xy
x y t s
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂ ∂

，原方程化为
2 2 2

2 22 0u u u
t t s s

∂ ∂ ∂
− + =

∂ ∂ ∂ ∂
， 

取试探解为 ( )u f t sα= + ，可得附加方程 ( )21 0α − = ，可得重根 1α = ，通解为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2ln ln lnu f t s tf t s f xy xf xy= + + + = + 。 

 
 

375．证明方程

2 2 2

2 2

11 1 0x u x u
x h x a h t
⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

的通解为
( ) ( )f x at g x at

u
h x

+ + −
=

−
， 

由此写出此方程在初始条件 ( ) ( )0
0

,
t

t

uu x x
t

ϕ ψ
=

=

∂
= =

∂
下的解。 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

f x at g x at f x at g x atu
x h xh x

′ ′+ + − + + −∂
= +

∂ −−
， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 uh x f x at g x at h x f x at g x at
x
∂ ′ ′− = + + − + − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦∂

， 

( ) ( ) ( ) ( )2 uh x h x f x at g x at
x x
∂ ∂⎡ ⎤ ′′ ′′− = − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

， 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
2 2

1 uh x h x f x at g x at
a t

∂ ′′ ′′− = − + + −⎡ ⎤⎣ ⎦∂
，所以

( ) ( )f x at g x at
u

h x
+ + −

=
−

是原 

方程的解，它有两个任意函数，所以是原二阶方程的通解。 

将通解代入初始条件得， ( ) ( ) ( ) ( )f x g x h x xϕ+ = − ，                 （a） 

( ) ( ) ( ) ( )1f x g x h x x
a

ψ′ ′− = − 。                                    （b） 

（b）式两边积分得 ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 x
f x g x h d C

a
ξ ψ ξ ξ− = − +∫ ，           （c） 

（a）+（c）得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
2 2 2

x Cf x h x x h d
a

ϕ ξ ψ ξ ξ= − + − +∫ ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
2 2 2

x at Cf x at h x at x at h d
a

ϕ ξ ψ ξ ξ
+

+ = − − + + − +∫ 。 

（a）−（c）得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
2 2 2

x Cg x h x x h d
a

ϕ ξ ψ ξ ξ= − − − −∫ ， 

所以 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
2 2 2

x at Cg x at h x at x at h d
a

ϕ ξ ψ ξ ξ
−

− = − + − − − −∫ ， 

所以解为 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

atu x at x at x at x at
h x

ϕ ϕ ϕ ϕ= + + − + − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦−
 



                     
( ) ( ) ( )1

2
x at

x at
h d

a h x
ξ ψ ξ ξ

+

−
+ −

− ∫ 。 

 
 

376．求解弦振动方程的 Goursat 问题： ( ) ( )
( ) ( )

2 2
2

2 2

0 0

0

,

0 0
x at x at

u ua
t x

u x u xϕ ψ

ϕ ψ
− = + =

⎧∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪⎪ = =⎨

⎪ =⎪
⎪⎩

。 

方程通解为 ( ) ( )u f x at g x at= + + − ，代入条件 ( ) ( )0 0
,

x at x at
u x u xϕ ψ

− = + =
= = 得 

( ) ( ) ( )2 0f x g xϕ+ = ， ( ) ( ) ( )0 2f g x xψ+ = ， 

所以 ( ) ( )0
2

x atf x at gϕ +⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ( ) ( )0
2

x atg x at fψ −⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

( ) ( )0 0
2 2

x at x atu f gϕ ψ+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，由于 ( ) ( ) ( ) ( )0,0 0 0 0u f g ϕ= + = ， 

所以 ( )0
2 2

x at x atu ϕ ψ ϕ+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。 

 
 

377．在波动方程
2 2

2
2 2 0u ua

t x
∂ ∂

− =
∂ ∂

中用 iy 代替at 就能得到 Laplace 方程的“初值”问题 

( ) ( )

2 2

2 2

0
0

0

,
y

y

u u
x y

uu x x
y

ϕ ψ
=

=

⎧∂ ∂
+ =⎪∂ ∂⎪

⎨
∂⎪ = =

⎪ ∂⎩

。其形式解为 ( ) ( ) ( )1 1
2 2

x iy

x iy
u x iy x iy d

i
ϕ ϕ ψ ξ ξ

+

−
= + + − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ 。 

（1）令 ( ) ( ), xx x x eϕ ψ −= = ，可得 sinxu x e y−= + ，验证这个表达式处处满足 Laplace 

方程，也满足 0y = 时的“初始”条件； 

（2）如果 ( ) ( )2

1 , 0
1

x x
x

ϕ ψ= =
+

，形式解为

( )
2 2

22 2 2 2

1

1 4

x yu
x y x y

+ −
=

+ − +
，证明：这个函 

数在点 ( )0, 1± 不连续，因此，至少在这些点上不满足 Laplace 方程。这说明在一般情况下 

Laplace 方程的“初值”问题无解。 



（1） 1 sinxu e y
x

−∂
= −

∂
，

2

2 sinxu e y
x

−∂
=

∂
， cosxu e y

y
−∂

=
∂

，
2

2 sinxu e y
y

−∂
= −

∂
，所以 

2 2

2 2 0u u
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

。 ( )0y
u u x xϕ

=
= = = ， ( )0

0

cosx x
y

y

u e y e x
y

ψ− −
=

=

∂
= = =

∂
。 

（2） 2 20 1 0 1

1 1lim , lim lim lim
1 1x y x y

u u
y y→ →± → →±

= = →∞
− −

。 

 
 

378．如果 ( ), ,u x y z 满足 Laplace 方程，证明： ( )v ax by cz u= + + 满足
4 0v∇ = ，其中 

, ,a b c 为任意常数。 

记 f ax by cz= + + ， a b c= + +a i j k 则 f∇ = a 。 

( )v fu u f f u u f u∇ = ∇ = ∇ + ∇ = + ∇a ， 

( ) ( )2 2 2v u f u u u u f u u∇ = ∇⋅ +∇ ⋅ ∇ = ⋅∇ + ∇⋅ + ⋅∇ + ∇ = ⋅∇a a a a a ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2v u u u u u u∇∇ = ∇ ⋅∇ = × ∇×∇ + ⋅∇ ∇ +∇ × ∇× + ∇ ⋅∇ = ⋅∇ ∇⎡ ⎤⎣ ⎦a a a a a a  

     2 a b c u
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + + ∇⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

， 

4 2v a b c u
x y z

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = ∇⋅ + + ∇⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

，由于 , ,a b c 为常数，可交换微分次序，因此 

上式
22 0a b c u

x y z
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

= + + ∇ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
 

379．如果 ( ), ,u x y z 是直角坐标系下 Laplace 方程的解，证明
u
x
∂
∂

，
u
y
∂
∂

，
u
z
∂
∂

也是解。 

显然可交换微分次序，
2 2 0u u

x x
∂ ∂

∇ = ∇ =
∂ ∂

，同样的，
u
y
∂
∂

，
u
z
∂
∂

也满足 Laplace 方程。 

 
 

380．如果 ( ), ,u zρ ϕ 是柱坐标下 Laplace 方程的解，证明
u
ϕ
∂
∂

，
u
z
∂
∂

也是解，但
u
ρ
∂
∂

一般不 



是解。 

2 2
2

2 2 2

1 1
z

ρ
ρ ρ ρ ρ ϕ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

，显然
ϕ
∂
∂

和
z
∂
∂

可与
2∇ 交换次序，而

ρ
∂
∂

不能与
2∇ 交 

换次序，同上题可知
u
ϕ
∂
∂

，
u
z
∂
∂

也是解，但
u
ρ
∂
∂

一般不是解。 



三维无界空间波动方程初值问题

( ) ( )

2 2 2 2
2

2 2 2 2

0
0

, , , , ,
t

t

u u u ua
t x y z

uu x y z x y
t

ϕ ψ
=

=

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠

⎨
∂⎪ = =⎪ ∂⎩

z
的解（Poisson 公式） 

为： ( ) ( ) ( ), , , ,1, , ,
4 M M

at atS S

u x y z t dS dS
a t at at

ϕ ξ η ζ ψ ξ η ζ
π

⎡ ⎤∂
= +⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫ ∫∫w w ，其中

M
atS 是以点 

( , , )M x y z 为球心， 为半径的球面。 at

 
 

381．直接验证 ( ) ( ), ,1, , ,
4 M

atS

u x y z t dS
a at

ψ ξ η ζ
π

= ∫∫w 是三维波动方程初值问题 

( )

2 2 2 2
2

2 2 2

0
0

0, , ,
t

t

u u u ua
t x y

uu x
t

ψ
=

=

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠

⎨
∂⎪ = =⎪ ∂⎩

2z

y z
的解，其中

M
atS 是以点 ( ), ,M x y z 为球心，at 为半径的球面。 

u的表达式写成： 

( ) ( ), , , sin cos , sin sin , cos
4
tu x y z t x at y at z at dψ θ ϕ θ ϕ θ
π

= + + +∫∫ Ω

d

 

（ sind dθ θ ϕΩ = ）。显然 ( ), , ,0 0u x y z = ， 

( )1 sin cos , sin sin , cos
4

u x at y at z at d
t

ψ θ ϕ θ ϕ θ
π

∂
= + + +

∂ ∫∫ Ω  

         ( )sin cos sin sin cos
4
at dξ η ζψ θ ϕ ψ θ ϕ ψ θ
π

+ + +∫∫ Ω， 

( ) ( ) ( )
2

0 0
0

1 1, , sin , , sin , ,
4 4t

u x y z d d x y z d d x y z
t

π π
ψ θ θ ϕ ψ ϕ θ θ ψ

π π=

∂
= =

∂ ∫∫ ∫ ∫ =

)

， 

即 满足初始条件。 ( , , ,u x y z t

令 ( ) ( )2

1, , , , ,
4 M

rS

v x y z r dS
r

ψ ξ η ζ
π

= ∫∫  

     ( )1 sin cos , sin sin , cos
4

x r y r z rψ θ ϕ θ ϕ θ d
π

= + + +∫∫ Ω， 

则 ( )1 sin cos sin sin cos
4

v d
r ξ η ζψ θ ϕ ψ θ ϕ ψ θ

π
∂

= + +
∂ ∫∫ Ω  

     ( ) 2
2

1 sin cos sin sin cos
4

r d
r ξ η ζψ θ ϕ ψ θ ϕ ψ θ

π
= + +∫∫ Ω  



     ( )2

1 sin cos sin sin cos
4 M

rS

dS
r ξ η ζψ θ ϕ ψ θ ϕ ψ θ

π
= + +∫∫  

     ( ) ( )2 2

1 1
4 4M M

r rS B

dS dV
r rξ η ζ ξξ ηη ζζψ ψ ψ ψ ψ ψ

π π
= + + ⋅ = + +∫∫ ∫∫∫i j k n  

     ( )2
1 12 0

1
4

r
r dr d

r ξξ ηη ζζψ ψ ψ
π

= + +∫ ∫∫ Ω， 

所以 ( )
2

2

4
v rr d

r r ξξ ηη ζζψ ψ ψ
π

∂ ∂⎛ ⎞ = + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∫∫ Ω， 

而 ( )
2 2 2

2
2 2 2

1 sin cos , sin sin , cos
4

v x r y r
x y z

ψ θ ϕ θ ϕ θ
π

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = + + + + + Ω⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ z r d  

      ( )1
4

dξξ ηη ζζψ ψ ψ
π

= + +∫∫ Ω， 

所以
2 2vr r

r r
∂ ∂⎛ ⎞ = ∇⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

2v，可写成 ( ) ( )
2

2
2 rv rv

r
∂

= ∇
∂

，令 r at= 即可得

2
2 2

2

u a u
t

∂
= ∇

∂
。 

 
 

．求解

2 2 2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2
0

2 2 2 20
0

,
, 0

0,t
t

u u u ua
t x y z

u x y z R uu
tx y z R=

=

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪

⎨
⎧ + + < ∂⎪ = =⎨⎪ ∂+ + >⎩⎩

382 。

（1）先讨论

 

( ), ,M x y z 位于球面
22 2 2x y z R′ ′ ′+ + = 内，即

2 2 2r x y z R= + + < 。 

（i）0 R rt
a
−

≤ < 完全位于球面
22 2 2x y z R′ ′ ′+ + =，即球面

M
atS 内，如下图： 

 

( ) ( ) ( )20
0

, , ,01 1, 4
4 4M

atS

u x y z uu M t dS at u
a t at a t at

π
π π

′ ′ ′∂ ∂ ⎡ ⎤′= = ⎢ ⎥∂ ∂ ⎣ ⎦∫∫w = 。 

（ii）
R r Rt

a a
− +

< <
r
，即球面

M
atS 与球面

22 2 2x y z R′ ′ ′+ + = 有交集，如下图： 



 

球面
M
atS 在球面

2 2 2 2x y z R′ ′ ′+ + = 内的部分是高为
( )22

2
R r at

h
r

− −
= 的球冠，面积为 

( )22

2
R r at

S ath at
r

π π
− −

= = ， 

( ) ( ) ( )22
0 0

0

2
,

4 4
R r at a r atu ud ru M t u

a dt r a r r
π

π
π π

⎡ ⎤− − −
2

at−
= =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
= 。 

（iii）
R rt

a
+

> ，即球面
M
atS 完全位于球面

2 2 2 2x y z R′ ′ ′+ + = 外，如下图，显然 。 ( ), 0u M t =

 

（2） ( , , )M x y z 位于球面
2 2 2 2x y z R′ ′ ′+ + = 外，即

2 2 2r x y z R= + + > 。 

（i）0 r Rt
a
−

≤ < ，即球面
M
atS 与球面

2 2 2 2x y z R′ ′ ′+ + = 分离（如下图），显然 ( ), 0u M t = 。 

 

（ii）
r R r Rt

a a
− +

< < ，即球面
M
atS 与球面

2 2 2 2x y z R′ ′ ′+ + = 有交集，如下图： 



 

同第一种情况，有 ( ) 0,
2

r atu M t u
r
−

= 。 

（iii）
r Rt

a
+

> ，即球面
2 2 2 2x y z R′ ′ ′+ + = 在球面

M
atS 内，如下图，显然 ( ), 0u M t = 。 

 

 
 

383．（1）

( ) ( )

2 2 2 2
2

2 2 2

0
0

,
t

t

u a u
t x y z

uu x x
t

ϕ ψ
=

=

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠

⎨
∂⎪ = =⎪ ∂⎩

2

；（2）

( ) ( )

2 2 2 2
2

2 2 2

0
0

,
t

t

u a u
t x y z

uu r r
t

ϕ ψ
=

=

⎧ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + +⎪ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎝ ⎠

⎨
∂⎪ = =⎪ ∂⎩

2

，其中 

2 2 2r x y z= + + 。 

（1）将坐标架置换一下，初始条件变为 ( ) ( )u z （这样使下面计算方便）。 
0

0

,
t

t

u z
t

ϕ ψ
=

=

∂
= =

∂

( ) ( ) ( )1, , ,
4 M M

at atS S

u x y z t dS dS
a t at at

ϕ ζ ψ ζ
π

⎡ ⎤∂
= +⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫∫ ∫∫w w   

( ) ( )
2 2

0 0 0 0

1 cos sin cos sin
4

d z at at d d z at at d
a t

π π π π
ϕ ϕ θ θ θ ϕ ψ θ θ θ

π
∂⎧ ⎫⎡ ⎤= + + +⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦∂⎩ ⎭∫ ∫ ∫ ∫



( ) ( )
cos 1

2

z at z at z at

z at z at
d d

a t

θ ξ

ϕ ξ ξ ψ ξ ξ
+ = + +

− −

∂⎡ ⎤= +⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫ ∫  

( ) ( ) ( )1 1
2 2

z at

z at
z at z at d

a
ϕ ϕ ψ

+

−
= − + + +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ ξ ξ 。 

（2）可看出，解在空间上只与 有关，所以方程可写成r
2

2 2
2 2

1u ua r
t r r r

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
， 

令 ，由于v ru=
0r

u
=
有界，所以 

( ) ( )

2 2
2

2 2

0 0
0

, 0

0, ,
r t

t

v va r
t r

vv v r r r
t

ϕ ψ
= =

=

⎧∂ ∂
= >⎪∂ ∂⎪

⎨ ∂⎪ = = =
⎪ ∂⎩

r
。通解为 ( ) ( )v f r at g r at= + + − ，可定出 

( ) ( ) ( )
0

1 1
2 2 2

r at Cf r r r d
a

ϕ ξψ ξ ξ
+

= + +∫ ( )， ( ) ( )
0

1 1
2 2 2

r at Cg r r r d
a

ϕ ξψ ξ ξ
−

− −∫= 。 

当 时直接可得 r at>

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

r at

r at
v r at r at r at r at d

a
ϕ ϕ ξ

+

−
= + + + − − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ ψ ξ ξ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

r at

r at
u r at r at r at r at d

r ar
ϕ ϕ ξ

+

−
= + + + − − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ ψ ξ ξ 。 

当 时，由r at<
0

0
r

v
=
= 可得 ( ) ( ) 0f at g at+ − = ，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
2 2

at r Cg r at f at r at r at r d
a

ϕ ξψ ξ
−

− = − − = − − − − −∫ 2
ξ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

at r

at r
v r at r at at r at r d

a
ϕ ϕ ξ

+

−
= + + − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ ψ ξ ξ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2

at r

at r
v r at r at at r at r d

r ar
ϕ ϕ ξ

+

−
= + + − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫ ψ ξ ξ 。 

 

384．由三维无界空间波动方程初值问题的 Green 函数 ( ) 2

1, ; ,
4

t t
a

G t t
a

δ

π

′⎛ −
′− −⎜ ⎟

⎝ ⎠′ ′ =
′−

r r

r r
r r

⎞

 

（

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

, ; ,
, ; ,

0, 0
t t

t tt′<
′<

G t t
a G t t t t

t
GG

δ δ
′ ′⎧ ∂

′ ′ ′ ′− ∇ = − −⎪⎪ ∂
⎨

∂⎪ = =
⎪⎩

r r
r r r r

∂

）求出二维无界空间波动方 

程初值问题的 Green 函数（

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2
2

, ; ,
, ; ,

0, 0
t t

t t

G t t
a G t t t t

t
GG
t

δ δ

′<
′<

′ ′⎧ ∂
′ ′ ′ ′− ∇ = −⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ = =

⎪ ∂⎩

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ −

）， 



从而求出二维无界空间波动方程初值问题的 Poisson 公式。 

( , ; ,G t t′ ′ρ ρ )就是三维空间中平行于 z 轴的线源产生的场，如下图， 

 

线源上点 到 xy 面上的场点P M 的距离为
22z− = + −′ ′ ′r r ρ ρ ， 

( ) ( )
( )22

22

1, ; , , ; ,
4

z a t t
G t t G t t dz dz

a z

δ

π
∞ ∞

−∞ −∞

⎡ ⎤′ ′ ′+ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦′ ′ ′ ′ ′ ′= =
′ ′+ −

∫ ∫
ρ ρ

ρ ρ r r
ρ ρ

， 

当 (a t t )′< −− ′ρ ρ 时， 

( ) ( )
( )

( ){2 222 2

222

a t t
z a t t z a t t

a t t
δ δ

′−⎡ ⎤ ⎡′ ′ ′ ′ ′+ − − − = − − − −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣′ ′− − −
ρ ρ ρ ⎤′ ⎥⎦

ρ
ρ ρ

 

                                  ( ) }222z a t tδ ⎡ ⎤′ ′ ′+ + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
ρ ρ ，（见附录） 

所以 ( )
( )

( ){ 222

222

1, ; ,
4

G t t z a t t
a a t t

δ
π

∞

−∞

⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′= − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦′ ′− − −
∫ρ ρ ρ ρ

ρ ρ
 

                     ( ) }222z a t t dzδ ⎡ ⎤′ ′ ′+ + − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
ρ ρ ′  

           

( )
2

22
2

1

2 t t
a

aπ ′−
′−

=
− ρ ρ

。 

当 (a t t )′> −− ′ρ ρ 时， ( )22 0z a t tδ ⎡ ⎤′ ′ ′+ − − − =⎢ ⎥⎣ ⎦
ρ ρ ，所以 ( ), ; , 0G t t′ ′ =ρ ρ 。 

综上， ( ) ( )
( )

( )

2
22

2

,

, ; ,

0,

1

2
a t t

t tG t t
a

a t t

aπ

⎧ ′< −⎪
′−⎪ ′′ ′ −= ⎨

⎪
⎪ ′> −⎩

− ′
−

− ′

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ

。 



二维无界空间波动方程初值问题：

( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

2

0
0

,
, 0

,
t

t

u t
a u t

t
uu
t

ϕ ψ
=

=

⎧∂
− ∇ =⎪⎪ ∂

⎨
∂⎪ = =

⎪ ∂⎩

ρ
ρ

ρ ρ
。 

将u和G 方程写成
( ) ( )

2
2 2

2

,
,

u t
a u t

t
′ ′∂

′ ′ ′− ∇ =
′∂
ρ

ρ 0，                            （a） 

由 Green 函数的互易性有
( ) ( ) ( ) (

2
2 2

2

, ; ,
, ; ,

G t t
a G t t t t

t
δ δ

′ ′∂ )′ ′ ′ ′ ′− ∇ = −
′∂

ρ ρ
ρ ρ ρ ρ − 。（b） 

（b） ( )  ,u t′ ′× ρ −（a） ( )  , ; ,G t t′ ′× ρ ρ  ，对 x y′ ′全平面及 [ ]0,t t ε′∈ + （ 0ε > ）积分得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 20

, ; , ,
, , , ; ,

t G t t u t
u t dx dy u t G t t dt

t t
ε+ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤∂ ∂

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= −⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦
∫∫ ∫

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ρ  

            ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

0
, ; , , , , ; ,

t
a dt G t t u t u t G t t dx d

ε+
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤+ ∇ − ∇⎣ ⎦∫ ∫∫ ρ ρ ρ ρ ρ ρ y′ ′

      ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ; , ,
, , ; ,

t G t t u t
dx dy u t G t t dt

t t t
ε+ ′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤∂′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= −⎢ ⎥′ ′ ′∂ ∂ ∂⎣ ⎦

∫∫ ∫
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ  

           ( ) ( ) ( ) ( )2

0

, , ;
, ; , ,

t u t G t t
a dt G t t u t d

n n
ε+ ′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤

′ ′ ′ ′ ′+ −⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦
∫ ∫

ρ ρ ρ
ρ ρ ρv

,
l′  

由于
1G
r′

∼ ， 2

1G
n r
∂
′ ′∂
∼ ，

1u
r′

∼ ， 2

1u
n r
∂
′ ′∂
∼ ，dl r′ ′∼ ，所以后一项积分趋于 0，所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ; , ,
, , , ; ,

t t

t

G t t u t
u t u t G t t dx dy

t t

ε′= +

′=

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤
′ ′ ′ ′ ′ ′= −⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦

∫∫
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ， 

由于 0, 0
t t

t t

GG
t′<

′<

∂
= =

∂
，所以 ( ) ( ) ( ) ( ), ; , ,

, , ; ,
t t

G t t u t
u t G t t

t t
ε′= +

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤
′ ′ ′ ′ 0− =⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

, ; , ,
, , , ; ,

t

G t t u t
u t u t G t t dx dy

t t
′=

′ ′ ′ ′∂ ∂⎡ ⎤
′ ′ ′ ′= − −⎢ ⎥′ ′∂ ∂⎣ ⎦

∫∫
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ′ ′  

      
( )

( )

( )
( )

2 2 2
2 2

2 2

1
2 a t t a t t

dx dy dx dy
a t

t t
a a

π

ϕ ψ
′ ′ ′ ′− < − − < −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
∂⎢ ⎥′ ′ ′= +⎢ ⎥∂ ′ ′− −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

′ ′

− −
∫∫ ∫∫

ρ ρ ρ ρρ ρ ρ ρ

ρ ρ
′ 。

385．稳定问题的平均值定理。设在空间区域 内部有

 

 
 

V 2 0u∇ = ，证明：任意一点 ( ), ,M x y z  



处的u值等于以该点为球心的任意球面上u的平均值。 

记 ( ) ( )2

1, ,
4 M

rS

u M r u dS
r

ξ η ζ
π

= ∫∫ , ，同 381 题可得 

( )
2

2 0
4

u rr u u u d
r r ξξ ηη ζζπ
∂ ∂⎛ ⎞ = + + Ω⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∫∫ = ，所以 ( ) ( ) ( ),

A M
u M r B M

r
= + ， 

由 ( ) ( )
0

lim ,
r

u M r u M
→

= 可定出 ( ) ( ) ( )0,A M B M u M= = ，即 ( ) (,u M r u M= )。 

 
 

386．用 Riemann 方法求解：

( ) ( )

2 2
2 2

2 2

1
1

0

,
y

y

u ux y
x y

uu x
y

ϕ ψ
=

=

⎧ ∂ ∂
− =⎪ ∂ ∂⎪

⎨
∂⎪ = =

⎪ ∂⎩
x

。 

关于 Riemann 方法见郭敦仁《数学物理方法》22.3 节，或 H.M.Lieberstein《Theory of Partial 
 Differential Equation》Chapter 7。 

设 ， 。特征线方程：0x > 1y > dy y
dx x

= ± ，特征线 1xy C= ， 2
y C
x
= ，令 , yxy

x
ξ η= =  

（ 0, 0ξ η> > ），即 ,x yξ ξη
η

= = ，则方程化为
2 1 0

2
u u

ξ η ξ η
∂ ∂

− =
∂ ∂ ∂

， 变换为 1y =

1ξη = ，即 ( )1 1
1

y
u u

ξη
η

ξ

ξϕ ϕ ξ
η= =

=

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以

( )1

1
0

u
u ξ

η

ξ
η

ϕ ξ
η η η

=

=

∂
∂∂

= = =
∂ ∂ ∂

， 

( )
11 11 1

1

y

u u u u ux
y x ξη ξηξη η

ξ

ξ ξξ ψ ψ
ξ η η ξ ξ η= == = =

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = = = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ ， 

该问题写成

( ) ( )

2

1
1

1 0
2

,

u u

uu
ξη

ξη

ξ η ξ η
ψ ξ

ϕ ξ
ξ ξ=

=

⎧ ∂ ∂
− =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎨
∂⎪ = =

⎪ ∂⎩

。 

Riemann 函数 ( )0 0, ; ,R ξ η ξ η 满足 ( )

( )
0

2

0
0 0 0

0 0 0

1 0
2

1, ; , exp
2

, ; , 1

R R

R d

R

ξ

ξ

ξ η ξ η

ξξ η ξ η λ
λ ξ

ξ η ξ η

⎧ ∂ ∂
+ =⎪∂ ∂ ∂⎪

⎪⎪ ⎛ ⎞= − =⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪

⎪ =
⎪
⎪⎩

∫ ，  



R 的方程写成
1 0

2
R

Rη
ηξ ξ

∂
+ =

∂
，可得 ( ) ( )1exp

2
A

R A dη

η
η ξ

ξ ξ
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ， 

积分得
( )B

R C
η
ξ

= + ，由于 ( ) ( )
0 0 0

0

, ; , 1
B

R C
η

ξ η ξ η
ξ

= + = ，所以 ( ) ( ) 01B Cη ξ= − ， 

代入 ( ) ( )0 0
0 0 0, ; ,

B
R C

η ξξ η ξ η
ξξ

= + = 得 0C = ，所以 ( ) 0B η ξ= ， 0R ξ
ξ

= 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p

0 0 0 0, ; ,
AB

u u A R A R u bu d u R aRξ η dξ η ξ η ξ η⎡ ⎤= + + + −⎣ ⎦∫  

        
( ) ( )0

0

0
10 0

0

1 1
2

d
ξ

η

ψ ξξϕ ξ η ϕ ξ ξ
η ξ ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∫  

将 ( )0 0,ξ η 代换回 ( 0 0, )x y ，再换成 ( ),x y 即可得 

( ) ( ) ( )3 2 1,
2

xy
x
y

xu x y y xy d
y

ϕ ξ ψ ξ ϕ ξ−⎛ ⎞ ⎡ ⎤= + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
∫ ξ 。 

若用公式 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
p

0 0
1 1 1 1,
2 2 2 2

AB

u u A R A u B R B Ru bR R u dξ ξξ η ξ
⎧⎡ ⎤⎛ ⎞= + + + −⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
∫  

                         
1 1
2 2

Ru aR R u dη η η
⎫⎡ ⎤⎛ ⎞− + − ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

 

则有 ( ) ( ) ( ) ( )3 21 1 1 1,
2 2 2 2

xy
x
y

xu x y y xy xy d
y

ϕ ϕ ξ ψ ξ ϕ−⎛ ⎞
ξ ξ⎡ ⎤= + + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

∫ 。 

 
387~390 略。 
 
 
附录： 

( ) ( ) (
1

1n

k
k k

)f x x x
f x

δ δ
=

= −⎡ ⎤⎣ ⎦ ′∑ k，其中 x （ 1, 2, ,k n= " ）是 ( )f x 的全部零点。 



391．试根据变分原理导出完全柔软的均匀弦的横振动方程。 

取弦上足够短的一段 ，该段弦的动能为dx
21

2
udx
t

ρ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

，势能为

21
2

uTdx
x
∂⎛ ⎞

⎜ ⎟∂⎝ ⎠
，弦的 

Hamilton 作用量 ( )1 1 1 1

0 0 0 0

2 21,
2

t x t x

t xt x t x

u uS F u u dxdt Tdx dxdt
t x

ρ
⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ 。 

该泛函的 Euler-Lagrange 方程为
2 2

2 2 0
t x

F F u uT
t u x u t x

ρ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
。 

 
 

392．设 ，( )y y x= ( ),F y y′ 不显含 x ，证明：
[ ] ( )
( ) ( )

,

,

b

a
J y F y y dx

y a A y b B

⎧ ′=⎪
⎨

= =⎪⎩

∫ 取极值的必要条件 

是
Fy F
y
∂′ − =
′∂

C （常数）。 

[ ]
x b

b b

a a
x a

F F F F d FJ y y y dx y y y dx
y y y y dx y

δ δ δ δ δ
=

=

⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂′= + = + −⎜ ⎟ ⎜′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝
∫ ∫ δ

⎞
⎟
⎠

 

      0
b

a

F d F ydx
y dx y

δ
⎛ ⎞∂ ∂

= −⎜ ⎟′∂ ∂⎝ ⎠
∫ = ， 

所以 0F d F
y dx y

∂ ∂
− =

′∂ ∂
。 

由于 0d F F d F F F d F Fy F y y y y y
dx y y dx y y y dx y y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′′ ′ ′ ′′ ′− = + − − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

所以
Fy F
y
∂′ − =
′∂

C 。 

 
 

393．求泛函
[ ]
( ) ( )

1 2

0
1

0 0, 1 1

J y y dx

y y

⎧ ′= +⎪
⎨

= =⎪⎩

∫ 的极值曲线。 

Euler-Lagrange 方程为
2

0
1

d y
dx y

′
=

′+
，所以

21 y Cy′ ′+ = ，可得 1y C′ = ，积分得 

( ) 1y x C x C= + 2 ，由边界条件得 y x= 。 



394．如下图所示，写出单位球面上从 A 点到 B 点的“短程线”所满足的微分方程，并求出 
短程线。证明此短程线在过 A，B 两点的大圆上。基于对称性的考虑，不妨取 A 点坐标为 

( ) (0 0, 0,θ ϕ = )0 )，B 点坐标为 ( 1 1,θ ϕ 。（单位球面上弧元为
2 2sinds d d 2θ θ ϕ= + ） 

 

A， B 间弧长为
1 2 2

0
1 sins d

θ
θϕ θ′= +∫ （ d dϕ′ = ϕ θ ）， 

Euler-Lagrange 方程为
2

2 2

sin 0
1 sin

d
d

θϕ
θ θϕ

′
=

′+
，即

2

2 2

sin
1 sin

Cθϕ
θϕ

′
=

′+
，代入 A 点坐标可得 

0C = ，所以 0d
d
ϕ
θ
= ，即 1Cϕ = ，代入 B 点坐标得 1ϕ ϕ= ，这正是在大圆上。 

 
 

395．一质点在重力作用下沿光滑曲线由点 ( )1 1,x y 运动至点 ( )2 2,x y （见下图）。试求“捷 

线”（即质点沿此曲线运动费时最少）所满足的微分方程。 

 

( )2
0 12dsv v g y

dt
= = + − y ，所以

( )( )

( )

( )
2 2 2

1 1 1

2,

22,
0 10 1

1
22

x y x

x y x

ds yt d
v g y yv g y y

′+
= =

+ −+ −
∫ ∫ x 。 

记 ( ) ( )
2

2
0 1

1,
2

yF y y
v g y y

′+′ =
+ −

，由 392 题结论，
Fy F
y

C∂′ − =
′∂

，即 

( ) ( )

2
2

2 2 2
0 1 0 1

1 11
1 2 2
y y C

y v g y y v g y y

′
′− + =

′+ + − + −
，还可写成 

( )2
0 12

1 2
1

C v g y y
y

= − + −
′+

。 

 



396．若 ( )y x 使泛函
[ ] ( )
( ) ( )

, ,

,

b

a
J y F x y y dx

y a A y b B

⎧ ′=⎪
⎨

= =⎪⎩

∫ 在限制条件 [ ] ( )1 , ,
b

a
J y G x y y dx′ C= =∫ 下 

取极值，且相应的 Lagrange 乘子 0λ ≠ ，试证明 ( )y x 也使泛函 在 
[ ] ( )
( ) ( )

1 , ,

,

b

a
J y G x y y dx

y a A y b B

⎧ ′=⎪
⎨

= =⎪⎩

∫

限制条件 [ ] ( ), ,
b

a
J y F x y y dx′= =∫ D下取极值。 

第一个泛函极值问题引入 Lagrange 乘子λ，则 ( )y x 满足 ( )
b

a
F G dxλ−∫ 的 Euler-Lagrange 

方程： 0F G F Gy y
y y y y

λ λ∂ ∂ ∂ ∂′ ′− − + =
′ ′∂ ∂ ∂ ∂

，由于 0λ ≠ ，方程两边乘
1
λ
得 

1 1 0G F G Fy y
y y y yλ λ

∂ ∂ ∂ ∂′ ′− − + =
′ ′∂ ∂ ∂ ∂

，这正是
1b

a
G F d

λ
⎛ −⎜
⎝ ⎠∫ x⎞

⎟ 的 Euler-Lagrange 方程，即 

( )y x 是第二个泛函极值问题的解。 

 
 

397．过二已知点 ( )1 1,x y ，( )2 2,x y 作一曲线，使此曲线绕 x 轴旋转所得曲面面积最小，求 

曲线作满足的微分方程。 

旋转面面积为
( )

( )2 2 2

1 1 1

, 2

,
2 2 1

x y x

x y x
S yds y y dxπ π ′= = +∫ ∫ ，由 392 题结论，Euler-Lagrange 方程 

为
2

2

2
1

1
yyy y

y

′
′+ − =

′+
C ，即

21
y C

y
=

′+
。 

 
 

398．试写出本征值问题

2 0

0

u u
uu
n

λ

α β
Σ

⎧∇ + =
⎪

∂⎨⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎩

所对应的泛函极值问题。设 0β ≠ 。 

由于 ，所以( ) 2u u u u u uδ δ δ∇ ⋅ ∇ = ∇ ⋅∇ + ∇ ( )2u u u u u uδ δ δ∇ = ∇⋅ ∇ −∇ ⋅∇ ， 

( ) ( )2

V V

u u udV u u u u u u dVλ δ δ δ λ δ∇ + = ∇⋅ ∇ −∇ ⋅∇ +⎡ ⎤⎣ ⎦∫∫∫ ∫∫∫  

( ) ( )21
2V V

uu dS u u u u dV u udS u u u dV
n

αδ δ λ δ δ δ λ
βΣ Σ

∂
= − ∇ ⋅∇ − = − − ∇ ⋅∇ −

∂∫∫ ∫∫∫ ∫∫ ∫∫∫w w  



( )2 21 0
2 V

u dS u u u dVαδ λ
βΣ

⎡ ⎤
= − + ∇ ⋅∇ − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫∫ ∫∫∫w  

即对应泛函

2

0

V

u dS u udV

uu
n

α
β
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399．设有一长为 1 的弦，由同种质料组成，线密度 ( ) 1x xρ = + （0 1x≤ ≤ ），则振动方程 

为 ( )
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∂ ∂ 2 ，试用 Ritz 方法求出两端固定时的最低固有频率。 

令 ( ) ( ), i tu x t y x e ω= ，代入方程得 ( )
2

1 0y x
T
ω′′ y+ + = 。 

对应泛函 ( )
21 2

0
1y x y

T
ω⎡ ⎤

′ − +⎢
⎣ ⎦

∫ 2 dx⎥ 的极值。取一组基函数展开 ( )y x ： ( )
1

n

k k
k

y c xϕ
=

=∑ ， 

泛函化为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

0
1 1 1 1

1
n n n n

k l k l k l k l kl
k l k l

c c x x x x x dx c c f
T
ωϕ ϕ ϕ ϕ

= = = =

⎡ ⎤
′ ′ − + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∑ ∑∑∫ 。 

要使它取极值，只需使它对 （kc 1,2,k n= " ）的偏导数为 0，即 
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解之即可。 
 
 

400．用 Ritz 方法求出 的最低两个本征值的近似值，取试探函数为： 
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该边值问题对应泛函 在约束条件
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=∫ 下的极值问题。后面步骤略。 
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